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第 九 章 线 性 群 


8$9.1 基底 的 变换 
在 矢量 空间 中， 矢量 上 的 坐标 依赖 于 下 的 基底 的 选取 ( 见 
§ 7. 8)， 因 此 ， 基 底 的 任意 变化 将 3 引起 的 坐标 的 变化 ， 例 如 , 在 
实 平面 R? 中 ， 矢 量 有 = 4e1 十 2e2， 按照 定 义 它 关 于 由 单位 天 量 & 
各 ;组 成 的 基 压 的 坐标 是 (4,2)， 舌 量 
Qi1—=2el, XC—=el+ ey (1» 
也 可 以 构成 一 组 基底 , 关于 这 组 基底 ,及 可 表示 成 6 二 i 十 242， 系 
数 1 和 2 是 6 关于 这 组 新 基底 的 坐标 (也 就 是 关于 图 1 所 表示 
的 斜 角 坐 标 系 的 坐标 )， 
更 一 般 地 ， 任 意 天 量 关于 
新 基 大 at & 的 坐标 24* 72 可 以 
从 的 “ 老 " 举 标 zi mm 按 下 面 方 。 
法 求 得 ， 按 照 定 义 ($ 7.8)， 这 两 
组 坐标 是 和 天 量 5 关于 两 组 基 捕 表 
达 式 的 系数 . 
E 一 2181 十 Za282， 上 一 01 G1 二 ty, 


解 和 天 量 方 程 (1), 我 们 求 出 e: 和 8。 


1 
C1 一 万 1， C2 Oso 


把 el 和 ze; 的 值 代入 5 的 第 一 个 表达 式 中 , 我们 得 到 


1 1 1 
6§ = (Be ) Tw (eu so ) = (% 一 02)Q1 十 0202. 


。319 。 


因此 :的 新 坐标 由 线性 齐 次 方程 


好 一 林 (Z1 一 2)， X2 一 22 (2) 


给 出 ， 反 过 来 , 老 坐 标 可 以 通过 新 坐标 表示 为 
1I 一 201 十 oa Ho= Yo. 
企 % 维 空间 中 有 类 似 的 关系 式 ， 如果 Qi，…， on 是 一 组 给 定 
的 基 不 , 这 些 舌 量 是 按 一 定 次 序 排列 的 , 而 af an 是 一 组 新 的 
(有 序 ) 基 底 , 那么 新 基底 的 每 个 矢量 a;* 可 以 表示 为 老 基底 舌 量 的 
线性 组 合 : 


Ci 二 2101 十 十 DinQn = > ,pisQy, ? 二 1， **, 1 (3) 
j=1 


表达 式 (3) 可 以 形式 地 写成 矩阵 方程 a* 一 agP'"， 这 里 P' 是 PP 的 转 
置 矩 阵 , @ 二 (Qn), 0* 二 (81 0 ). 

这 些 表 达 式 的 系数 矩阵 P 一 (2;;) 的 第 外 行 元素 是 笑 量 ai 的 
老 坐 标 (Dii,…, Pin)， 因 为 和 拓 量 a1*,…, on” 构 成 一 组 基底 , 所 以 己 
的 所 有 行 是 线性 无 关 的 , 因此 了 是 非 奇 异 的 (§ 8.6 定理 9)， 反 过 
来 , 如 采 了 = (5 旋 是 任意 非 奇异 矩阵 , wm， …, au 是 了 的 任 疮 一 组 基 
底 , 那么 用 矩阵 己 按 公式 (3) 所 确定 的 矢量 %1*,…, 是 线性 无 关 
的 , 因此 构成 下 的 一 组 新 基底 ， 这 就 证 明了 

定理 1 如 果 a… Qn 是 矢 量 空间 六 的 一 组 基底 ， 那么 对 每 
个 非 奇 绰 和 矩 阵 忆 二 (Di;), 个 和 关 量 a; 二 如 DijQ&j($ 二 1 ，…, 8) 构 成 
V 的 一 组 新 基底 ， 并 且 下 的 每 组 基底 可 以 按 这 种 方法 恰 由 一 个 非 
奇异 矩阵 已 得 到 . 

我 们 还 可 议 用 新 基 屿 表示 老 基 中 ,其 方程 式 是 &4 一 驯 gr;9;*， 
其 中 系数 甜 阵 为 8 (qi;)。 如 果 把 用 41，…，& 表示 的 4;* 的 值 
代入 这 个 方程 式 中 , 我 们 就 得 到 
。320 ， 


Qz 一 > gui( Dpi0 )= 3-(5 gipis ja 
i jj 3 i 


可 是 ,m1,，…, qs 这 组 矢量 用 它们 本 身 来 表示 的 话 ， 只 有 一 种 表达 
式 , 即 ww=ox。 因 此 这 里 wy 的 系数 王 gu2iy 一定 是 0 或 1 它 取 决 
于 47) 或 4=7， 由 于 这 些 系数 正好 是 乘积 矩阵 @P 的 (5， 刀 位 
置 上 的 元 素 , 因此 @P= 忆 所 以 @= 忆 -! 是 书 的 北 扼 阵 

与 此 平行 的 关于 坐标 变换 的 结果 如 下 所 述 : 

定理 2 如 果 矢 量 空间 矿 的 基底 Wi，…, an 变换 成 一 组 新 基底 
Qi*， any Qi* 表 示 成 形式 i* 二 了 JPizaj, 那么 任意 矢量 所 关于 老 


基底 Ql), “", Qn 的 坐标 w1, 机 Wn 通过 齐 次 线性 方程 组 


六 
Tj—=H pst pj= > Lp (4) 


可 以 确定 5 关于 基底 81",…, Qn” 的 新 坐标 Zi ,Tn 

证 明 按照 定义 (§ 7.8), 5 关于 基底 Q1*,…, qn* 的 坐标 zx1*， 
… zn， 是 把 5 看 作 01*，，…，an* 的 线性 组 合 = 马 7;*a;* 时 , 表达 
式 中 的 系数 .把 关于 of 的 公式 (3) 代入 这 个 表达 式 中 , 便 得 出 


és= 之 2 (rm 一 >(5 Xi ii jx 


这 里 每 个 i 的 系数 是 上 的 老 坐标 rh 因此 方程 组 (4) 成 立 . 
方程 组 (4) 还 可 以 写成 矩阵 形式 开 = 和 *P， 这 里 和 = (zc …， 
Zn) 是 老 坐 标的 行 算 阵 , 卫 * = (2 ,2o*) 是 新 坐标 的 行 矩 阵 ， 天 
为 … on 和 1*,…,an* 都 是 基底 ， 所 以 己 是 非 奇异 的 , 并 且 可 
以 利用 基 表 示 了 * 为 系 * 一 总 忆 -1， 
如 果 我 们 把 这 个 氟 阵 方程 同 前 面 已 提 到 的 (3) 式 的 矩阵 公式 
or 二 wP' 进行 比较 , 便 可 得 到 有 趣 的 关系 
基底 : or 一 aP"， 坐 标 : X*= XXP-1 (5) 
-@ 了 De. 


第 一 个 方程 中 的 矩阵 P-! 是 第 一 个 方程 中 的 矩阵 P' 的 转 置 着 矩 
阵 ，〈 有 时 把 这 些 叙述 概括 成 : 坐标 变换 是 基底 变换 的 转 轩 道 
变换 . ) 


习 让 

1. 设 卫 是 把 通常 的 单位 矢量 ei( 在 了 或 了 s 中 ) 变换 到 下 面 指定 的 矢 
量 ci， 求 出 相应 的 用 老 坐 标 表示 新 坐标 的 方程 ， 和 用 新 坐标 表示 老 坐 标的 
方程 ， 对 情况 (a) 和 (Pb) 夯 出 图 来 . 

(3) CI= (1,1), Qs= (1, ~—1), 

(b) ai= {2,3), Qa,= (—2, —1). 

(Cj ail= (1,1,0), &,= (1,0,1), Qs= (0,1,1). 

(d) ai= (i,1,7),， Qs= (0,1,2)，Qs; 二 (0,1,1), 这 里 红 二 一 1, 

2 如果 新 基底 at#, …, a* 是 通过 形 为 wi= Sigya} (i=1,…,n) 的 方 
程 组 间接 给 出 , 算出 相应 的 坐标 变换 的 方程 . 

3， 给 出 平面 上 坐标 办 旋转 总 角 的 坐标 变换 的 方程 。 


$9.2 相似 和 矩阵 与 特征 和 关 量 


矢量 空间 下 的 线性 变换 克 :F 一 FF， 可 以 用 各 种 不 同 的 矩阵 来 
表示 ， 这 些 矩 阵 依赖 于 了 的 基底 (坐标 系 ) 的 选择 ， 比 如 ， 在 平面 
上 ,有 昌 2lF>3e1, 62 一 > 一 81 十 282 定义 的 变换 , 它 在 R’ 的 普通 坐 
标 系 中 可 用 怎 阵 4 表示 出 来 ， 惩 阵 4 的 行 是 a: 和 es 的 变换 式 的 
坐标 , 如 下 所 示 : 


但 是 对 于 9.1 中 所 讨论 的 新 基底 &==2e1, %2 二 el 十 22, 上 上 述 变换 
便 是 al F> 3a, Qt 一 >292; 因此 它 就 可 以 用 比较 简单 的 对 角 和 矩阵 


p-(。 , ) 
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来 表示 ， 我 们 称 这 样 两 个 矩阵 4 和 如 是 相似 的 . 

为 了 推广 这 个 结果 ， 让 我 们 回想 一 下 ， 算 阵 是 怎样 表示 变换 
的 ， 取 矢量 空间 了 的 任意 一 组 (有 序 ) 基 底 ai，…，c%* 和 任意 线性 
变换 了 :7-~>『。， 那么 基底 矢量 a; 在 下 之 下 的 象 可 以 用 8 8.1 公式 
《9) 写 成 


J 


因此 , 对 于 基 展 wa= ta … aa 全 用 2x2 惩 阵 4 表 示 ， 这 个 关系 
也 可 以 通过 坐标 来 表示 . 设 上 = 工 ziai 是 了 的 一 个 矢量 , 它 对 于 基 
语 w 的 坐标 是 %- 数 组 外 二 (x1,…, 7X,)， 那 么 象 ==E 人 是 

T= (PNG T= Ti (dT) 


一 >,>, Tdi0i = 5-( Sra )a. 
i J : t 
而 的 坐标 yj 恰好 是 wj 的 系数 , 所 以 
Yi= Zi0is 


7 的 坐标 天 量 了 恰好 是 矩阵 乘积 了 = 二 4. 简明 地 写 出 就 是 
了 一 X4， 其 中 站 是 56 关 于 & 的 华 标 ， 
了 是 7 二 E 了 关于 a 的 坐标 . 
两 个 等 价 的 命题 (6) 和 (7) 都 意味 着 , 对 于 基底 w， 交换 全 可 用 和 矩阵 
A 来 表示 . z 
现在 设 &1*，…, Qn* 是 另 一 组 基底 ， 那 么 根据 定理 1， 新 基底 
可 以 用 一 个 nxw 非 梧 异 矩阵 卫 通 过 老 基底 来 表示 , 如 (3) 所 示 ; 再 
根据 定理 2,6 和 5 全 的 新 坐标 可 以 通过 老 坐 标 给 出 ， 表 示 成 匀 * = 
XP-! 和 了 一 了 P-!， 那 么 由 (7) 有 
y*=YP-i—XAP-!=X*(PAP-!)., 
因此 再 根据 (7)， 在 新 坐标 系 下 表示 变换 全 的 怎 阵 妃 具 有 形式 
e。 F230 


(7) 


P4P-， 等 价 关 系 召 =P4P -在 形式 上 很 象 群 中 的 共 九 元 素 的 关 
系 (§ 6.12). 在 和 矩阵 代数 中 , 这 是 很 重要 的 , 称 它 为 相似 关系 . 

定义 ”元素 在 域 有 中 的 两 个 nXn 算 阵 4 和 B( 在 上 ) 相 似 
当 且 仅 当 在 上 有 一 个 nxX%n 非 奇 异 和 矩阵 尸 使 得 B 一 PAP-. 

上 述 讨论 束 证 明了 

定理 3 域 太 上 的 两 个 38X8 和 矩阵 4 和 马 , 对 于 (通常 ) 不 同 的 
坐标 系 表 示 如 上 名 维和 关 量 空间 VF 的 同一 个 线性 交 搁 人 :VV->F， 当 
且 仅 当 和 矩 阵 44 和 如是 相似 的 ， 

我 们 还 可 以 更 清楚 地 把 这 个 定理 重 述 如 下 : 

定理 3” 假设 对 于 全 的 基底 1,…, 0s， 线 性 变换 全:V->V 用 


矩阵 4 来 表示 , 设 忆 二 (pij) 是 非 奇 异 和 矩阵 , @;* 二 > Pisa; 是 六 的 
; 


相应 的 新 基底 , 那么 对 于 新 基底 ,全 就 用 矩阵 PAP -来 表示 ， 

对 角 算 阵 的 代数 运算 特别 容易 : 任意 两 个 对 角 怎 阵 相 加 (或 相 
乘 ), 只 是 把 相应 的 对 角 线 元 素 相 加 (或 相 乘 )。 由 于 这 个 以 及 其 他 
理由 , 考查 什么 样 的 称 阵 同 对 角 惩 阵 相 似 , 考查 哪些 成 对 的 对 角 乱 
阵 徙 此 是 相似 的 ， 这 是 非常 重要 的 。 这些 问题 的 回答 包含 了 特征 
矢量 和 特征 根 的 概念 , 这 两 个 概念 也 称 为 本 征 矢 量 和 本 征 值 ， 

定义 线性 变换 人 :7 一 的 特征 矢量 是 下 中 满足 条 件 E7= 
cE 的 一 个 非 震 矢 量 5 这 里 CC 是 某 一 标量 ; 卫 的 特征 值 是 满足 ET 
一 CE 的 标量 0, 这 里 6 是 某 一 非 震 矢 量 。 相 应 地 , 方 阵 44 的 特征 拓 
量 和 特征 值 是 满足 4 一 [和 的 矢量 瑟 一 (ZI，…，2Zn) 和 标量 C， 全 
(或 全/4) 的 所 有 特征 值 的 集合 称 为 全 的 谱 ， 

这 样 , 了 的 每 个 特征 矢量 8 确定 一 个 特征 值 c， 并 且 每 个 特征 
值 至 少 属于 一 个 特征 舌 量 .因为 相似 矩阵 对 应 着 不 同 基 底下 的 同 
一 个 线性 变换 , 所 以 相似 矩阵 具有 同样 的 特征 值 . 显然 , 如 果 矢 量 
X 二 0 对 其 一 标量 c 满足 X4=cXK，?% 维 矢 量 科 就 是 2xx 和 矩阵 4 
。 324。 


的 特征 矢量 ,如 果 和 矩阵 B=PA4P-! 相似 于 4， 那么 (XP-')B= 
XP-1iPAP-1=e(XP-!)， 所 以 XP-! 是 B 的 属于 同一 特征 值 。 的 
特征 矢量， 还 应 注意 , 特征 矢量 乘 上 任意 非 零 标 量 还 是 特征 矢量 . 
等 征 天 量 与 对 角 乍 阵 之 闻 的 联系 由 下 面 定理 给 
定理 4 一 个 nxn 答 阵 和 4 与 一 个 对 角 答 阵 史 相似 当 且 仅 当 
4 的 特征 矢量 张 成 再 5 如 果 有 4 与 加 相似 , 那么 4 的 特征 值 就 是 DD 
”特别 是 ， 这 个 定理 意味 着 ， 对 角 和 矩阵 的 特征 值 是 对 角 线 上 的 
元 素 . 
证 明 首先 假定 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 DD 相似 ,D 的 对 角 线 元 素 是 
2 和 0、 那么 单位 矢量 21 一 (1,0,…, 0),…, 6 二 (0,…, 0, 1) 是 
DD 的 特征 天 量 , 这 是 因为 2.D==die1,…, enD 二 den， 还 有 , 对 角 线 
元 素 Qd!,*…，dx 是 DD 的 相应 的 特征 值 , 因此 也 是 4 的 特征 值 , d1,…， 
ds 是 唯一 的 一 组 特征 值 , 因为 设 和 = (%1,…,z,) 寺 0 是 D 的 任意 特 
征 天 量 ， 那 么 对 茶 一 适当 的 特征 值 c 有 XD=cX, 而 XD= 
(diw1，…, Qnwn), 所 以 对 所 有 的 i 有 dz; 二 cz;. 因为 有 菜 个 ;地 0， 
所 以 就 证 明了 对 这 个 i, 有 4d; 二 c, 于 是 特征 值 c 确实 是 某 个 ad. 
反 过 来 , 假设 4 存在 足够 的 特征 矢量 张 成 整个 空间 "Th 是 
Fr" 上 相应 的 线性 变换 , 那么 ($7. 4 定理 4 的 推论 2), 我 们 可 以 取 
出 特征 天 量 的 一 个 子 集合 B1,…，p.， 它 构成 F" 的 一 组 基底 ， 因 
为 每 个 B; 是 特征 矢量 , 所 以 有 pc10 DOT 一 co 其 中 
ci,…, Cn 是 一 组 特征 值 ， 因 此 ,对 于 基底 B1, …, B。 7 可 以 用 对 
角 算 阵 心 象 公式 (6) 那 样 表示 ， 这 里 九 的 对 角 线 元 素 是 61,…, cu。 
所 以 4 与 这 个 矩阵 D 相似 . 
推论 ”如 果 矩 阵 闪 的 行 是 如 X8% 矩阵 人 44 的 妈 个 线性 无 关 的 特 
征 矢量 ,那么 下 是 非 奇 异 的 ,并 且 PAP-! 是 对 角 矩 阵 . 
证 明 ”我们 给 出 % 个 线性 无 关 的 % 维 矢量 身 ，…, X。 它们 是 
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4 的 特征 天 量 , 所 以 对 特征 值 61,…, es， 有 XX;4 二 Ci;，% 二 1,， 
8， 以 和 …， 用。 为 行 的 竹 阵 己 是 非 奇 蜡 的 , 因为 忆 所 有 的 行 是 线 
性 无 天 的 ， 根 据 分 块 矩 阵 乘 法 法 则 有 


及 1 C1 及 1 C1 0 XI 
入 CnXn 0 Cn . 


这 不 表明 PA=DP, 因此 PAP-!=D, 这 里 DD 是 以 c1,…, cx 为 对 角 
线 元 素 的 对 角 和 矩阵 .事实 上 ， 和 矩 阵 卫 恰好 是 定理 4 的 直接 证 明 中 
对 基底 变换 所 需要 的 人 矩阵. 证 毕 

另 一 方面 , 存在 着 与 任意 对 角 和 矩阵 都 不 相似 的 矩阵 (参看 下 面 
习题 5). 

为 了 上 明 取 地 构造 出 与 已 知 矩 阵 相 似 的 对 角 和 矩阵 (如 果 它 存在 
的 话 )， 我 们 要 找 出 特征 值 和 特征 矢量 ， 根 据 下 面 的 游 虑 ， 特征 仁 
和 特征 天 量 的 求法 可 以 大 大 简化 . 

如 乐 标 量 4 是 2Xx2% 惩 阵 4 的 特征 值 , 了 是 nxn 单位 矩阵 ， 那 
么 4 二 4X 二 4XTJ， 因 此 对 某 个 非 零 % 维 和 拓 量 有 X(4 一 471) 二 
CO， 村 是 以 4 一 4 为 系数 年 阵 的 % 个 齐 次 线性 方程 组 有 非 平 几 
解 ; 因此 根据 $ 8.6 定理 9 的 推论 1, 我 们 有 

定理 5 标量 4 是 和 矩 阵 和 4 的 特征 值 当 且 仅 当 答 阵 4 一 A 是 奇 


并 的 . 
例如 , 不 难看 出 , 2x 2 和 矩阵 
AA 2 ) (9) 
G21 G22—4 
是 奇异 的 当 且 仅 当 
一 (al 十 aaz)4 十 Gill1922 一 Cl2421 一 0. (10) 


(这 只 表明 4 一 入 的 行列 式 等 于 零 . ) 因 此 ， 我 们 通过 求解 这 个 方 
程 求 出 所 有 的 特征 值 . 而且 , 对 每 个 根 4 至少 有 一 个 特征 矢量 , 这 
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可 以 通过 求解 方程 组 
XZ1011 十 Za021 一 4201 
XV1Q12 + T2022 = MAY, 


:而 得 到 . 


一 3 4 
例 冰 与 起 除 ( _1) 入 似 的 对 角 生 隆 


多 项 式 (10) 是 必 十 44 一 5。 这 个 多 项 式 的 根 是 1 和 一 5; 因此 
:等 征 天 量 满足 齐 次 方程 组 
一 2 十 2 一 人 一 3 十 2 一 一 5 
47 一 8 一 ?1， 4X 一 8 二 一 57/， 
解 这 两 小 方 程 组 ， 我 们 得 到 特征 天 量 (4 2) 和 (1, 一 1)， 用 这 两 个 
矢量 作 新 的 基底 , 上 述 变换 的 抢 阵 就 呈现 对 角形 .根据 定理 3', 新 
的 对 角 乍 阵 可 以 与 成 矩阵 的 乘积 


(1 1 > 4 0 1) -(， ) 
1 i 人 八 2 -1 人 1 -1/ NO -5/ 
3 匮 
1. 证 明 : 方程 2x = (1 十 BD)z 十 (1 一 By， 29 = 二 (1 一 Dz 十 (1 十 Dy, 表 
丰 一 个 关于 通过 原点 与 xz 轴 成 45 角 的 直线 的 压缩 ， 计 算 这 个 变换 的 特征 


- 值 和 圣 征 矢量 , 并 说 明 它们 的 几何 意义 ， 
2. 计算 下 列 在 复数 域 上 的 矩阵 的 特征 信和 特征 矢量 : 


® (ss) ®) (3) 


J1 2 -1 2i 
(©) (» _2) ©) (2 2 
3， 对 习题 2 所 给 出 的 每 个 矩阵 4， 如果 可 能 的 话 , 求 出 非 生 异 和 矩阵 P， 
使 得 P4P 是 对 角 和 矩阵 . 
4. (3a) 求 出 表示 转 过 4 角 的 平面 旋转 的 矩阵 的 复 尾 征 值 . 
(b) 证 明 : 表示 转 过 20 角 (0 二 0 二 x) 的 平面 旋转 的 矩阵 不 能 同 任 意 实 
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对 角 和 矩阵 相似 . 
5。 证明， 当地 0, 矩阵 ( 。 ，) 不 能 同 任意 实 的 或 复 的 对 角 和 矩阵 相 


似 ， 从 几何 上 说 明 这 个 结果 . 

6， 证 明 : 2X2 和 矩阵 4 的 特征 矢量 的 质 率 ?满足 二 次 方程 az 六 十 (Gil 一 
Qs2) YC— ,二 0, / - 

7， 证明: 属于 已 知 矩 阵 的 国定 特征 值 的 所 有 转 征 矢量 的 集合 构成 一 个 
子 空间 , 这 时 假定 0 包含 在 这 些 特 征 矢 量 中 . 

8. 证 明 : 非 标 量 什 阵 的 任意 2X2 实 对 称 和 矩阵 有 了 两 个 不 同 的 实 特征 天 


3，(a) 证 明 :， 两 个 如 X% 年 阵 4 和 了 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 对 于 次 维 
和 拓 量 空间 VF 与 % 维 矢量 空间 下 的 两 组 不 同 基 底 表 示 同 一 个 从 VY 到 玉 的 线性 
恋 换 :7 一 本. 

(b) 按照 这 种 看 法 , 解释 § 8.9 定理 18. 

“10. 设 4 和 8B 都 与 对 角 和 矩阵 相似 ， 证明 48= BA 当 旦 仅 当 A 与 B 具 
有 共同 的 桂 征 舌 量 基底 (Frobenius). 


b 
*11，(a) 证 明 : 各 果 A4=(“ ”与 一 个 正 交 和 矩阵 相似 那么 gd 一 be 


一 十 1 《 正 交 第 阵 的 定义 网 § 9. 4.) 
(b) 证 阴 ; 如 采 ad 一 2c=1 那么 4 与 正 交 和 挎 阵 相似 当 且 仅 当 4= 士 了 
或 一 2 和 aq<2. 


(Cc) 证 明 : 如 采 gd 一 bec= 一 1， 那 么 4 与 正 交 上 矩阵 相似 当 且 人 忆 当 ca 二 C 
=0. 


$9.3 全 线性 群 与 仿 射 群 


2 维 矢量 空间 PF" 的 所 有 非 奇 异 线性 变换 构成 一 个 群 ， 因为 这 
样 的 变换 的 乘积 和 逆 变 换 还 是 线性 的 和 非 奇 异 的 (8 8.6 定理 9). 
这 个 辞 称 为 全 线性 群 工 ,二 L,(F)， 在 线性 变换 同 矩 阵 的 一 一 对 应 
中 ,线性 变换 的 乘积 对 应 着 矩阵 的 乘积 , 所 以 全 线性 群 与 元 素 属于 


域 下 的 所 有 2%x2 非 奇 异 怎 阵 构成 的 群 同 构 ， 
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全 体 平移 构成 另 一 重要 的 群 ， 平 面 上 的 平移 是 把 平面 上 的 所 
有 点 沿 着 某 一 指定 的 方向 移动 同样 一 段 距离 ， 移 动 的 距离 和 方向 
可 以 用 矢量 «表示, k 具有 适当 的 大 小 和 方向 , 那么 平移 把 每 个 矢 
量 的 端点 移 到 矢量 5 十 k 的 端点 ， 在 空间 FP" 中 ， 平 移 是 变换 
> 十 k, 其 中 是 固定 矢量 .对 任意 坐标 系 , 平移 后 的 矢量 的 坐 
标 是 刀 二 十 如 ， Yn 二 Xn 十 bn， 这 里 是 矢量 * 的 坐标 平移 
<HF>7= 二 与 7F->E=7 十 4 的 乘积 是 通过 代入 而 得 ， 它 是 : 
移 E>L==&+(k 十 办 .这 恰好 对 应 于 和 儿 量 x 与 4 的 和 ， 类似 
地 ， 平 移 扣 一 >E 十 kK 的 逆 是 7 一 >w 一 kx， 于 是 我 们 就 证 明了 凯 菜 
定理 (8 6.5 定理 8) 的 特殊 情形 : 
定理 6 F" 的 所 有 平移 E>E 十 k 构成 一 个 阿 贝 耳 群 ， 这 个 
群 与 到 的 全 体 矢 量 K 的 加 法 群 同 构 . 
线性 变换 了 后面 再 跟随 一 个 平移 , 就 得 到 变换 
E>7 二 ET 十 Kk (了 是 线性 变换 ,k 是 固定 矢量 ) (11) 
任意 一 个 这 种 形式 的 变换 称 为 本 的 一 个 仿 射 变换 五 , 仿 射 变换 
包括 线性 变换 ( 当 k=0) 和 平移 ( 当 T= 了 JI)， 如 果 仿 射 变换 (11) 后 
面 跟随 第 二 个 仿 射 变换 7 一 >? 人 十 4, 则 它们 的 乘积 是 
tt-> (ET+KRIU+A=ECTU) + CkUA). (12) 
其 结果 还 是 仿 射 变换 ， 因 为 kD 二 4 是 F" 的 一 个 固定 矢量 ， 每 个 
平移 是 一 一 的 , 也 是 映 上 的 , 因此 它 有 逆 . 所 以 仿 射 变换 (11) 是 一 
一 上 映 上 的 当 且 仅 当 它 的 线性 部 分 是 一 一 的 .因此 仿 射 变换 (11) 的 
逆 是 仿 射 变换 7F-> 和 一 72-! 一 k-5 这 可 通过 公式 (11) 解 出 上 而 
得 到 ， 这 就 证 明了 
定理 7 F" 的 所 有 非 奇 异 仿 射 变 换 的 集合 构成 一 个 群 ， 称 为 
仿 射 群 A,()， 全 线性 群 和 平移 群 是 它 的 子 群 . 
仿 射 变换 对 于 基底 的 方程 是 什么 ? 线性 部 分 了 产生 矩阵 4 二 
(ai)); 平移 矢量 按 坐 标 写成 行 矢 量 及 = (h,…, 5,)， 于 是 仿 射 变 
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换 把 坐标 为 球 =(Z0 … zw) 的 矢量 变换 成 坐标 为 


Y=XA+K, y= Swiastk (j=1,.%,n) (13) 


的 矢量 ， 一 个 变换 是 仿 射 变换 当 且 仅 当 它 对 于 某 一 组 基底 可 表示 
成 象 (13) 式 那样 的 非 齐 次 线性 方程 组 . 
变换 (13) 与 = 了 B 二 二 的 乘积 是 
ZX(4B) 十 开刀 十 亏 〈 开 ,二 是 行 矩阵 )， (14) 
这 个 公式 与 (12) 式 相 平行 ， 我 们 从 变换 (13) 按 下 面 方式 构造 一 个 
n+1 阶 和 撼 阵 ， 即 在 怎 阵 4 的 右边 加 上 一 个 零 列 ，4 的 下 面 加 上 行 
天 量 五 , 右 下 方 加 上 单个 元 素 1: 
GD 人 (人 1 )O 是 wx 矩阵 天 是 1xn 短 阵 ) 


(15) 
对 于 这 样 的 矩阵 ， 应 足 同样 的 先 法 法 则 ， 由 分 块 矩 阵 习 法 法 则 
(8 8.5，(43) 式 ) 得 到 


(4 O @ 0 (0 AO+O.1 
K 1iN\L 1) \KB-+i:.L KO+1.1 


-( AB 2 ) (16) 
EBD 1/. 


等 式 石 边 这 个 结 琳 正 是 对 应 于 乘积 变换 (14) 的 加 边 矩 了 泗 ， 这 就 证 
明了 z 

定理 8 nn 维 空间 的 所 有 非 奇 异 仿 射 灾 换 构 成 的 群 与 所 有 最 
后 一 列 为 (0,…, 0,，1)" 的 (% 十 1) xX (n 十 1) 非 奇异 乱 阵 构 成 的 群 同 
构 . 这 个 同 构 通 过 对 应 (15) 明 显 地 给 出 . 

每 个 仿 射 变换 s 且 二 ET+k 确定 唯一 的 线性 变换 T. 按照 
(12) 式 ， 两 个 仿 射 变换 的 乘积 确定 相应 的 线性 部 分 的 乘积 .这 个 
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对 应 五 一 > 了 T 了 把 非 奇 异 仿 射 变换 群 映 上 到 全 线性 群 ， 在 群 论 意义 
下 (8 6. 11), 它 是 一 个 同 坊 .在 任意 辣 态 中 , 映射 到 单位 元 素 的 元 
素 构成 的 集合 是 一 正规 子 群 ; 这 时 , 满足 T= 了 的 仿 射 变换 瑟 恰 好 
是 一 个 平移 ， 这 就 证 明了 

定理 9 平移 群 是 仿 射 群 的 正规 子 群 . 

方程 (13) 可 以 象 上 述 那 样 解 释 为 点 (矢量 ) 的 变换 ， 它 把 每 个 
点 卫 = (zi …, 2) 变换 到 同一 坐标 系 中 的 新 点 了 = (加 …，, yn). 同 
样 我 们 可 以 把 方程 (13) 解 释 为 坐标 的 变换 .我 们 称 第 一 种 解释 为 
坐标 固定 图 象 移动 的 变换 ( 即 点 移动 到 另 一 个 地 方 )， 称 第 二 种 解 
释 为 图 象 固定 坐标 移动 的 变换 ( 即 点 取 另 一 个 名 字 ). 

例如 , 在 平面 上, 方程 组 

8 一 1 十 2，28 二 22 一 ]， 

当 把 它 作 为 第 一 种 变换 解释 时 , 它 把 整个 平面 向 东平 移 两 个 单位 ， 
再 向 南平 移 一 个 单位 ; 当 把 它 作 为 第 二 种 变换 解释 时 , 原来 坐标 网 
格 用 一 个 平行 的 网 格 来 代替 ， 新 的 坐标 原点 是 把 原来 的 坐标 原点 
向 西 移动 两 个 单位 再 向 北 移动 一 个 单位 而 得 到 . 

对 所 有 变换 群 都 可 作 类 似 的 双重 解释 . 


习 题 
1. (a) 用 年 阵 表 示 下 列 各 仿 射 变换 : 
Hi: 和 一 37 十 68 十 2， =3y—4; 
Hy: Y=X+Yy3, =2 一 8 十 5 
(b) 计算 汪 积 HH,，H,H,. 
(C) 求 忆 和 兢 : 的 逆 ， 
2， 证 明 : 满足 条 体 aQ 一 bc=1 的 所 有 仿 射 变换 x =az 十 28 十 e, 久 =cx 
十 dy 十 了 的 集合 是 仿 射 群 4,(F) 的 一 个 正规 子 群 . 
“3, 已 知 单位 加 z 十 经 =1， 证 明 : 平面 上 每 个 非 奇 异 仿 射 变换 把 这 个 
单位 圆 变 成 椭圆 或 圆 . 
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M4， 在 下 列 域 上 nx 矩阵 的 集合 中 , 哪些 是 全 线性 群 的 子 群 ? 
(a) 全 和 体 标 量 矩 阵 cZ. : 二 
(b) 全 体 对 角 和 矩阵 ， 

(c) 全 体 非 奇 异 对 角 和 矩阵 。 

(d) 全 体 置换 矩阵 . 

(e) 全 体 单 项 矩阵 . 

(f) 全 体 三 角形 矩阵 . 

(g) 全 体 严格 三 角形 和 挎 阵 . 

(h) 第 二 行 元 素 为 零 的 全 体 矩 阵 ， 

(i) 至 少 有 一 行 的 元 素 为 零 的 全 体 和 矩阵 . 

5， 列举 与 F* 的 所 有 平移 构成 的 群 同 构 的 矩阵 群 ， 

6. (a) 设 Z, 是 模 2 整数 域 , 列 出 忆 (Z2) 中 所 有 和 矩阵， 
(b) 构造 群 L,(Z2) 的 乘法 表 . 

*7。 当 Z 5 是 模 了 整数 域 时 , 全 线性 群 L,(Z5) 的 阶 是 多 少 ? 


b 
8. 设 G 是 所 有 形 为 4=( ， 站 ( 共 中 ad 地 0) 的 矩阵 构成 的 群 . 证 


明 ;: 对 应 4r>a 是 一 个 同 态 ， 

9. 将 3Xx3 非 奇 异 三 角形 算 阵 构成 的 群 同 态 地 映射 到 2X 2 非 奇 异 三 角 
形 矩 阵 构 成 的 群 ，( 提 示 : 象 习题 8 那样 证 明 , 但 这 里 用 分 块 矩 阵 , ) 

10. 证 明 : 如 果 两 个 域 也 入 是 同 构 的 ， 那么 群 了 (机 和 工 , (EK) 也 是 
同 构 的 . 

11. 设 ww 二 m, 证 明 : 工 , (了) 与 Ln (的 子 群 同 构 . 

12. (a) 证 明 : 线性 群 工 ,(F) 的 中 心 由 标量 怎 阵 cI(e 才 0) 组 成 ，( 提 
示 : 它们 一 定 同 每 个 矩阵 了 十 加 可 交换 . ) 

(b》 证 明 : 同 每 个 仿 射 变换 可 交换 的 崔 一 的 仿 射 变换 是 恒 竺 变换 , 

*13， 设 L,(F) 是 全 线性 群 , 证 明 : 两 个 仿 射 变换 于 和 吾 : 落 入 工 , (F) 
的 同一 个 右 陪 集中 当 且 仅 当 OH ==0,(0 是 原点 ! ) . 

14. 证 明 :， 商 群 4, (7) /12 (有 7) 与 L,() 同 构 ， 这 里 4 表示 仿 射 群 , 了 
表示 平移 群 . 

15.(a) 证 明 : 满足 ad 夫 be 的 全 体 一 一 变换 y= 2 构成 一 一 个 群 ( 称 


为 线性 分 式 群 ) 
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(b) 证 明 :， 这 个 群 与 全 线性 群 在 模 非 零 标量 矩阵 的 子 群 之 下 的 商 群 
同 构 . 

*(c) 对 于 大 于 2x2 的 矩阵 , 推广 上 述 结果 . 

A 0 
16，(a) 证 明 : 所 有 形 为 ( _ ，) (其 中 4 为 xy 答 隆 也 为 sxs 矩 

阵 ) 的 非 奇 异 从 阵 构成 的 集合 与 直 积 LC) x 工 , (本 同 构 . 

(b) 当 7=2, s=1, 用 上 述 矩 际 确定 的 Rs 的 线性 变换 的 几何 特征 是 
什么 ? 


3 3.4 正 交 群 与 欧 几 里 得 群 


在 欧 几 里 得 几何 中 ， 长 度 这 个 概念 起 着 极 重 要 的 作用 ， 因 此 
我 们 在 欧 几 里 得 和 拓 量 空间 中 寻求 使 得 所 有 矢量 5 的 长 度 |&| 保 持 
不 变 的 那些 线性 变换 . 

定义 欧 几 里 得 矢量 空间 的 线性 变换 全， 如 果 它 保持 每 个 关 
量 台 的 长 度 不 变 , 即 | 585T| 二 1&1, 那么 称 下 为 正 交 变换 . 

我 们 现在 来 确定 欧 几 里 得 平面 的 所 有 正 交 变换 了 = 和 X4. 因 
为 4 是 正 交 变 换 , 所 以 单位 矢量 (1, 0) 和 (0 1) 的 变换 式 

Go 人 = gs), (0, Dn 人 bs) (17) 
的 长 度 为 1. 根据 毕 达 哥 拉 斯 长 度 公 式 , 这 就 意味 着 

ai 二 az 一 1，231 二 2D32 一 1. (18) 

此 外 ， 矢 量 (1，1) 具有 长 度 为 2 的 变换 式 (ci 十 2i，czs 十 22)， 所 
以 (a 十 01 六 十 (ts 十 52)*= 二 2, 展开 后 再 把 (18) 代 入 , 我们 得 到 

aibi + a.b, =0. (18 ) 

根据 (18)， 存 在 一 个 和 角 0 使 得 cos9 二 m1，sin9 二 as， 然 后 由 (18') 


有 tg0 一 到 一 2 因此 根据 (18) 有 5s 二 土 cos9,b1 一 干 sin0. 正 
1 2 


负 号 两 种 不 同 的 选 法 恰好 给 出 两 个 矩阵 
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cos0 sing (2 0) 

(19) 
— sing 村 singO —cost 
根据 8$8 8.1 公式 (5) 和 (5 )， 这 两 个 矩阵 分 别 表 示 转 过 4 角 的 旋转 
和 关于 与 z 轴 成 "一 纯 角 的 直线 的 反射 因此 每 个 平面 正 交 变换 


是 旋转 或 是 反射 ， 

几何 上 ，(19) 式 的 左边 一 个 正 交 变换 的 道 可 通过 把 0 用 一 4 
代 夫 而 得 到 ; 因此 这 个 逆 是 原来 矩阵 的 转 置 。 这 个 事实 (不 象 三 角 
公式 ) 可 以 推广 到 有 nw%xn 正 交 矩阵 . 
定理 10 正 交 变换 了 具有 性 质 : 对 每 对 矢量 617 有 
(i) 在 保持 距离 不 变 , 即 |E 一 7| 二 |ET 一 nT1， 
(ii) 全 保持 内 积 不 变 , 即 (&,7) 二 (ET, nT). 
(iiiy 中 保 持 正 交 性 , 即 由 E17 可 推出 ETLnT. 
(iV) 全 保持 角 的 大 小 不 变 ,， 即 cos (8, 1) 一 cos 人 人 (ET, nT)， 
证 明 由 于 了 是 线性 的 ， 由 定义 得 到 (i). 因为 5 上 7 意味 着 
“($$,7) 二 0, 而 且 角 是 通过 内 积 来 定义 的 (§$ 7. 9,(4)), 所 以 性 质 (iii) 
和 (iv) 从 性 质 (ii) 直 接 推出 ， 至 于 性 质 ( 记 , 从 内 积 的 “ 双 线 性 ”可 
证 明 (# 十 7, 5 十 2) 二 (8, 6) 十 2(6, 十 (7, 7)。 由 这 个 方程 可 以 利 


用 “长 度 ” (比如 |E| = (&, 5) 7) 解 出 (8&,), 形 为 


2(E, 1) 一 | 十 9 于 一 sl — Inl. (20) 
由 于 正 交 变换 了 保持 等 式 右边 的 长 度 不 变 , 所 以 世 已 也 保持 等 式 左 
边 的 内 积 不 变 ， 这 了 恕 证 明了 (1). 证 毕 


肥 过 米 , 如 果 已 知 变换 全 保持 所 有 的 内 积 不 变 , 因为 长 度 是 i 
过 内 积 来 定义 的 , 所 以 了 一 定 保持 长 度 不 变 , 因此 它 是 正 交 变 换 , 
下 面 我 们 要 辐 ， 什 么 样 的 矩阵 对 应 于 正 交 线性 变换 ? 这 个 问 
题 怪 少 对 于 标准 正 交 基 的 情形 是 容易 回答 的 . 

定理 11 对 于 任意 标准 正 交 基 ,MX8 实 矩阵 征 表 示 一 个 正 交 
33 了 。 


线性 变换 当 且 仅 当 4 的 每 个 行 矢 量 的 长 度 为 T， 任意 两 个 行 矢量 
是 正 交 的 ， z : 

证 明 根据 定理 10, 任意 正 交 变换 了 T 了 一定 把 已 知 基底 sb …， 
sn 谈 换 为 一 组 标准 正 交 基 @! 二 21T,…, % 二 Ex:TT， 反 过 玉 ， 如 果 变 
换 人 具有 这 个 性 质 ， 那 么 对 任意 舌 量 5 二 Xiel 十 … 十 XnEwn， 有 变换 
式 上 一 21al 十 … 十 aa 由 $7.11 的 定理 22 我 们 知道 ， 长 度 是 按 

El=(z9+ .x)= ET]， 

因此 人 是 正 交 的 ， 和 根据 下 面 的 说 明 ( 参 看 $3.1) 我 们 就 完成 了 定 
理 的 证 骨 : 即 4 的 第 ? 行 表 示 矢 量 9; 一 2;74 关于 原 基 底 21，…, en 
的 坐标 ， 

定理 中 所 叙述 的 关于 4 的 条 件 , 写成 坐标 形式 , 等 价 于 方程 


>>_jaisair=1, 对 所 有 ?， 
(21) 
.airair=0, 当 儿 大 J 

k=1 


对 于 2x2 矩阵， 结论 (21) 恰 好 就 是 在 (18) 和 (18") 中 已 经 建 
芯 的 那些 公式 ， 如 果 我 们 用 4; 表示 和 抢 阵 4 的 第 i 行 ， 用 刀 表 示 
蕊 的 转 置 ，4 和 4; 的 内 积 是 矩阵 的 乘积 4;4; ( 见 §8.5 的 
《34)) 那么 条 件 (21) 可 以 写成 : 
4;4 一 TI， 4,4; 二 0, 妆 ? 尖 7 (21 ) 
在 矩阵 4 与 它 的 转 置 4" 的 乘积 A4" 中 , 按照 行 与 列 的 相 乘 , (217) 
并 表明 ， 第 i 行 乘 第 j 列 是 4,.45 =6， 这 里 6: 是 单位 矩阵 了 = 
《0 中 的 第 《 行 第 7 列 元 素 ， 单 位 矩阵 的 对 角 线 元 素 6 一 1， 其 
他 非 对 角 线 元 素 都 是 零 . (记号 6 称 为 克 罗 内 克 尔 符号 。，) 于 是 
我 们 证 明了 
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定理 12 一 个 %X 实 矩阵 表示 正 交 变 换 当 且 仅 当 44"'=( 
方程 44' 一 了 在 任意 域 上 部 有 意义 ， 因 此 正 交 算 阵 的 概念 可 
以 定义 得 更 一 般 些 . 
定义 ”任意 域 上 的 方 阵 4 是 正 交 的 当 且 仅 当 44"= 了 T. 
这 吏 意 味 者 正 交 第 阵 4 的 转 置 4: 是 4 的 右 送 ， 因 此 根据 
3 8.6 定理 9, 每 个 正 交 和 矩阵 4 是 非 奇 蜡 的 , 且 满 足 4-!=4"， 因此 
4'4 二 IT。 这 方程 可 写成 4'(4')"=IT， 因 此 4' 是 正 交 和 盾 阵 ， 这 就 
古 说 , 任 党 正 交 和 矩阵 和 4 的 转 置 也 是 正 交 和 矩阵 .由 此 还 可 以 推出 , 和 朱 
阵 44 是 正 交 的 当 且 仅 当 4 的 每 一 列 矢 量 的 长 度 为 1 任意 两 个 列 
矢量 正 交 : 
Sasa =1 对 所 有 2， 
“一 (22) 
> .arGr;==0， 当 ? 寺 下 
一 : 


所 有 nx% 正 交 和 矩阵 构成 一 个 群 。 这 是 显然 的 , 因为 正 交 和 矩阵 
的 下 4 =4 是 正 交 的 ， 并 且 两 个 正 交 矩阵 4 和 B 的 乘积 是 正 交 
的 : (AB)' 二 B'A' 一 Bi4-!' 一 (4B)-1， 这 个 群 是 全 线性 群 L,() 的 
于 群 ， 称 它 为 正 交 群 0.(); 当 卫 =R 时 , 0,(F) 与 已 知 欧 几 里 得 
空间 的 所 有 正 交 变换 构成 的 群 同 构 . 

欧 几 里 得 矢量 空间 召 的 刚体 运动 指 的 是 至 中 保持 距离 不 变 的 
韭 奇异 变换 00， 也 就 是 说 , 对 所 有 舌 量 £,n,0 满足 |ED 一 n0|1=|E 
一 7|. 如 的 任意 平移 保持 笑 量 差 5 一 7 不 变 , 因此 也 保持 它们 的 长 
度 不 变 , 所 以 它 是 刚体 运动 ， 因 此 ， 如 果 仿 射 变换 E> ET--k 是 
刚性 变换 , 那么 5F> (7 一 6) 二 ET 也 是 刚性 变换 ， 反 过 来 ,如果 
古 刚性 变换 ， 那 么 -> 二 ET 十 k 也 是 刚性 变换 . 而 根据 定理 
10， 线 性 变换 是 刚性 的 当 且 仅 当 它 是 正 交 变换 ， 于 是 我 们 得 出 结 
论 , 仿 射 变换 (11) 是 刚体 运动 当 且 仅 当 几 是 正 交 变换 . 象 在 定理 了 
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的 证 明 中 那样 , 因为 全 体 正 交 变换 构成 群 ， 所 以 可 以 得 出 , 全 体 刚 
性 仿 射 变 换 构 成 仿 射 群 的 一 个 子 群 ， 它 称 为 欧 几 里 得 群 ， 这 是 欧 
几 里 得 几何 的 基础 @. 

还 有 其 他 各 种 几何 群 ， 我 们 所 熟悉 的 一 个 几何 群 是 所 有 相似 
变换 了 构成 的 群 ， 它 是 由 使 所 有 长 度 乘 上 数 因子 er>0 的 线性 变 
换 T 组 成 , 所 以 |8T| = ez| 引 可 以 证 明 , 这 些 相 似 变 换 实际 上 构 
成 一 个 群 ， 它 包含 正 交 群 作为 子 群 “广义 ”相似 群 是 由 所 有 仿 射 
变换 E>ET 十 Kk 组成, 其 中 区 是 相似 变换 ， 


习 
1， 检 验 下 列 和 矩阵 的 正 交 性 ， 如 果 某 个 矩阵 是 正 交 的 , 求 出 它 的 逆 拭 阵 ; 
1 V3 1 V3 
(a) 2 2 (b) 2 2 
VF 1 VE 1 
2 2 2 2 
0.6 0.8 
(©) (,s 0 6) 
2， 求 出 一 个 正 交 和 矩阵 , 它 的 第 一 行 是 矢量 (5, 12, 0) 乘 上 一 个 标量 ， 
3， 证明: 如 果 把 正 交 矩阵 的 列 置 换 , 那么 置换 后 的 矩阵 仍 是 正 交 和 气 阵 . 
| 4 0O\ /0 4 
4， 证 明 : 如 果 4 和 有 也 都 是 正 交 和 矩阵 , 那么 ( 7 和 人 ( 。 也 是 正 


5，、 把 下 面 两 个 矩阵 相 乘 , 检验 乘积 矩阵 的 正 交 性 : 
cosf sing 0 1 0 0 
| 一 Sinb cosg 0 ) | 0 cosg soh 
0 0 1 0 —sing cos0 


6， 证 明 : 欧 儿 里 得 群 与 矩阵 群 同 构 . 
?7， 证 明 : 全 体 平移 构成 欧 儿 里 得 群 的 正规 子 群 ， 


WD 事实 上 , 任意 刚体 运动 必须 是 仿 射 变换 , 因此 欧 几 里 得 群 实际 上 是 所 有 刚体 
运动 的 群 . 
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83， 作为 定理 10 中 的 性 质 (ii) 的 另 一 个 证 明 , 用 基本 原理 证 明 4(&，7》 
一 |: 十 7 相 2 一 芷 一 了 2 
9， 证 明 : 一 个 仿 射 变换 吾 同 每 个 平移 可 交换 当 且 仅 当 瓦 本 身 是 一 个 平 
移 . 
10. 证 明 : 任意 相似 变换 S 只 能 按照 一 种 方法 写成 形式 =eT, 它 是 
正 标量 c 和 正 交 变换 了 的 乘积 ， 
11， 对 于 标准 正 交 基 ， 给 出 矩阵 4 表示 相似 变换 的 充分 必要 条 件 ，( 参 
看 定理 11 和 定理 12. ) 
12. (a) 证 明 : 全 体 相 似 变换 构成 群 5，. 
(b) 证 明 : 0O, 是 5, 的 正规 子 群 
(c) 证 明 :;， 商 群 5, /0， 与 全 体 正 实数 构成 的 乘法 群 同 构 . 
13. 名 ,上 的 3x 3 矩阵 中 有 多 少 个 正 交 和 矩阵 ? Z， 上 呢 ? 
14. (a) 证 明 : 对 应 4>0(4) = (4-D)7 是 全 线性 群 L,( 了 ) 的 一 个 自 司 
构 . 
(b) 证 明 : 对 所 有 的 4, 有 (4)= 
(c) 对 哪些 矩阵 4, 有 9(4)=4? 


$3 9.5 不 变量 与 标准 型 

全 线性 群 、 仿 射 群 、 正 交 群 和 欧 儿 里 得 群 都 是 线性 群 的 例子 . 
另 一 个 例子 是 本 和 群 (§ 9.12)， 在 下 面 几 节 中 ， 我 们 将 看 到 使 用 这 
些 群 中 适当 的 变换 , 多 项 式 , 二 次 型 以 及 各 种 几何 图 形 可 以 “简化 ” 
到 什么 程度 ， 这 些 化 简 类 但 于 化 简 一 般 和 矩阵 为 行 等 价 的 简化 梯 迭 
阵 , 已 经 证 明了 它们 的 秩 在 所 竹 谍 的 变换 之 下 是 一 个 不 变量 . 化 简 
后 的 标 维 和 “不 变量 ”的 概念 可 以 给 出 下 面 更 一 般 的 描述 人 @. 

设 G 是 任意 集合 或 “空间 ”5S 上 的 变换 群 (3 6.2). 我 们 称 S 
下 两 个 元 条? 和 g 在 G 之 下 是 等 价 的 ( 记 作 XB6o9) 当 且 仪 当 存 在 
G 的 菜 一 变换 了 把 zx 变 到 y， 那么 TTT! 把 变 回 x 所 以 yoz, 因 

此 这 个 这 价 关 系 是 对 称 的 ， 类 似 地 ， 用 群 的 其 他 性 质 我 们 可 以 证 


CD 读者 注意 , 当 你 读 完 本 章 之 后 , 再 回来 讨论 这 一 般 情形 . 
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明 ， 在 任意 G 之 下 的 等 价 性 还 满足 自 反 律 和 传递 律 ( 即 为 等 价 关 
系 ). 对 于 心 的 子 集 合 C, 如 果 每 个 元 素 XE5, 在 G 之 下 与 C 中 一 个 
县 只 有 一 个 元 素 等 价 , 那么 C 称 为 8 在 G 之 下 的 标准 型 集合 ; 这 
个 元 素 c 就 是 x 的 标准 型 。 对 六 的 所 有 元 素 2 定义 的 图 数 下 (z)， 
它 取 值 在 为 一 个 适当 的 集合 上 , 比如 说 一 个 数 集 , 如 果 它 对 于 心中 
每 个 点 x 和 人 G 中 每 个 变换 人 有 (wT) = 了 F(z), 则 称 函 数 F(z) 是 G 
之 下 的 不 变量 (有 时 称 为 不 变 式 ); 换 句 话说 ,不 在 所 有 等 价 元 素 上 
的 值 一 定 是 相同 的 .一 组 不 变量 尺 , … ,如果 可 由 五 (z)== 
(所 PCz) 一 世纪 推出 zz 和 3 等 价 , 则 称 它们 是 G 之 下 的 全 
系 不 变量 ， 

例如 , 设 空间 态 是 菜 一 域 上 所 有 %X%w 和 矩阵 组 成 的 集合 好 对 
这 些 和 矩阵 我 们 手边 已 经 有 三 种 不 同等 价 关 系 ， 连 同 三 种 新 的 等 价 
关系 一 起 列 在 下 面 ， 后 面 三 种 新 的 等 价 关 系 将 在 以 后 几 节 (分 别 
在 8 9.8,8 9.10 和 89.12) 里 讨论 . 


4 行 等 价 于 B B=P4,P 为 非 奇 异 矩 阵 ; 

4 等 价 于 B ”B=P49,P,8 为 非 奇 异 矩 阵 ; 

4 相似 于 B B= 一 PAP-', PP 为 韭 奇异 和 矩阵; 
4 相合 于 万 B=P4P",P 了 为 韭 奇 异 矩 阵 ; 

4 正 交 等 价 于 也 了 一 P4P 忆 为 正 交 和 手 阵 ; 

要 西 等 价 于 B 8B=P4PP 为 西 拒 阵 . 


上 面 第 一 个 等 价 关系 读 作 :“4 行 等 价 于 召 当 且 仅 当 存在 非 奇 蜡 抑 

阵 卫 使 得 互 = P4?. 对 其 他 各 关系 可 给 出 类 似 的 读 法 . - 
上 述 每 个 等 价 关系 是 由 作用 在 M。 上 的 一 个 适当 的 群 G 所 确 

定 的 等 价 关系 Bo, 而 且 自 然 产生 于 对 托 阵 的 一 种 解释 . 
第 一 个 行 等 价 关系 是 在 讨论 把 F" 的 一 个 固定 子 空间 表示 成 
矩阵 4 的 行 空间 中 产生 的 .在 这 种 情况 中 ， 和 矩阵 书 的 全 线性 群 通 
过 4 广 >P4 作用 在 4 上 , 简化 梯 矩 阵 是 这 个 群 之 下 的 标准 型 ， 4 
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的 秩 是 这 个 群 之 下 的 不 变量 (数值 的 )， 但 它 并 没有 给 出 全 系 不 变 
量 ， 这 因为 秩 相同 的 两 个 失 阵 4 和 五 不 一 定 是 行 等 价 的 . 

第 二 个 等 价 关系 ( 按 B=P49 这 种 意义 的 等 价 ， 不 会 同一 般 
的 等 价 关系 混淆 ) 是 在 讨论 一 个 矢量 空间 到 另 一 个 矢量 空间 的 线 
性 变换 的 各 种 算 阵 表示 中 产生 的 (参看 & 9.2 习题 9)。 这里, 根据 
$ 8.9 的 定理 18， 秩 是 在 群 4r>P4@ 之 下 的 全 系 不 变量 ， 对 角 
线 元 素 是 1 或 0(1 都 在 0 的 前 面 ) 的 所 有 对 角 和 矩阵 组 成 的 集合 是 
标准 型 集合 ， 注 意 , 我 们 同样 还 可 以 选取 不 同 的 标准 型 集合 , 比如 
说 它们 是 同一 类 型 的 对 角 算 阵 , 只 是 对 角 线 上 的 0 在 1 的 前 面 . 

相似 关系 是 在 讨论 一 个 矢量 空间 到 自身 的 线性 变换 的 各 种 矩 
阵 表示 中 产生 的 , 在 这 种 情形 , 全 线性 群 是 通过 4F>P4P-: 作用 
到 4 上 ， 在 相似 变换 之 下 , 矩阵 4 的 秩 是 一 个 不 变量 , 因为 两 个 相 
似 年 阵 是 等 价 的 , 在 等 价 之 下 , 秩 是 不 变量 ， 根 据 $9. 2， 和 矩阵 的 所 
有 特征 值 集合 在 相似 变换 之 下 也 是 不 变量 , 但 它 不 是 全 系 不 变量 . 
在 相似 变换 之 下 ， 系 统 地 列举 出 完全 的 标准 型 集合 是 矩阵 论 中 一 
个 重要 的 问题 ; 对 于 复数 域 ， 给 出 了 矩阵 的 车 当 标 准 型 ( 见 
SS 10.10) : 

后 面 将 出 现 的 相合 关系 (B=PAP')， 它 是 在 讨论 用 (对 称 ) 矩 
阵 表 示 二 次 型 中 产生 的 . | 

作为 在 群 之 下 等 价 的 另 一 个 例子 ， 我 们 考虑 用 所 有 平移 9= 
2 十 有 & 构成 的 群 来 化 简 二 次 多 项 式 f(z2)=az? 十 bz 十 ce, 其 中 oa 寺 0. 
将 7=y 一 代入 ,我们 得 到 平移 f(x) 的 结果 是 

9 (DD) =a(y—P):+b(y—h) +e 
一 ag2 十 (一 2 所 2 十 ap 一 0 十 2 
”特别 是 ， 我 们 得 到 熟知 的 “配方 ?法 一 -所 得 的 新 多 项 式 没有 

一 次 项 当 且 仅 当 = 地, 这 了 时, 多项式 是 
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9 (y) =ag2 一 和 ,其 中 d=b’?—4dac.  - (23) 


于 是 f(x) 在 平移 群 之 下 与 一 个 且 只 与 一 个 形 为 ay?+ 名 的 多 项 式 
等 价 ， 因 此 没有 一 次 项 的 二 次 多 项 式 是 这 个 群 之 下 的 标准 型 ， 另 
一 方面 , 任意 平移 后 的 多 项 式 同 原 多 项 式 f(z) 具 有 相同 的 首 项 系 
数 a 和 相同 的 判别 式 4= (5 一 2ak)? 一 4a(ak? 一 bk 十 c)， 因 此 f(x) 
的 首 项 系数 和 判别 式 是 这 个 群 之 下 的 不 变量 ， 它 们 组 成 全 系 不 变 
量 , 因为 标准 型 可 以 通过 首 项 系数 和 判别 式 表示 成 (23)， 

为 了 给 出 最 后 一 个 例子 , 回忆 一 下 , 全 线性 群 L,(F) 是 矢量 空 
间 F" 的 变换 群 。 这 个 群 的 每 个 变换 把 F" 的 子 空间 5 变 到 另 一 个 
子 空间 ， 根 据 $8.6 定理 10 的 推论 2， 任 意 子 空间 8 的 维 数 是 全 
线性 群 之 下 的 不 变量 ， 这 一 个 不 变量 实际 上 是 全 线性 群 之 下 关于 
F" 的 子 空 间 的 全 系 不 变量 ( 见 下 面 习题 5). 


J 题 
TI， 求 出 所 有 的 首 项 系数 为 1 的 二 次 多 项 式 z2 十 5z 十 ce 在 平移 群 之 下 的 
标准 型 . 
2， 求 出 所 有 二 次 多 项 式 ez: 十 pz 十 c (其 中 a 尖 0) 在 仿 射 群 g 一 jz 十 四 
hb 半 0 之 下 的 标准 型 ， 


3， 在 习题 2 中 , 证 明 : de 是 一 个 仿 册 不 变量 ， 


4.， 证明; 在 满足 条 件 1 十 1 才 0 的 任意 域 上 ， 任意 四 次 多 项 式 在 平移 之 
下 等 价 于 一 个 没有 三 次 项 的 多 项 式 . 

5， 设 下 是 允 维 矢量 空间 , 证 明 : 六 的 子 空间 的 有 序 对 (51, S:) 在 全 线性 
群 之 下 的 全 系 不 变量 是 由 Su S, 的 维 数 以 及 SS， 的 交 的 维 数 给 出 . 

6， 考 虑 在 群 zhH>yz (其 中 了 大 0 为 有 理 数 ) 之 下 的 含有 有 理 系 数 a 的 齐 
次 二 次 函数 az: 的 集合 ， 证 明 : 系数 4 为 不 同 素数 乘积 (无 平方 因子 ) 的 二 
次 尔 数 的 集合 提供 了 上 述 二 次 函数 集合 的 标准 型 ， 

7， 设 f(z) 是 一 个 变量 的 任意 多 项 式 ,证明 ，f(z) 的 次 数 和 实 根 的 个 数 
是 在 仿 射 群 之 下 的 两 个 不 变 基 ， 
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8. 证 明 : 对 于 % 个 变量 的 多 项 式 ， 最 高 次 项 的 系数 是 平移 群 之 下 的 不 
变量 . 

9. 证 明 : 一 个 实 三 次 多 项 式 在 仿 射 群 之 下 与 一 个 且 只 与 一 个 形 为 z’ 十 
GZ 十 2 的 多 项 式 等 价 . z 

*10， 考 虑 二 次 函数 x2: 十 bz 十 c， 其 系数 b,c 是 模 2 整数 域 Z: 中 的 元 
素 , 求 出 这 种 二 次 函数 在 平移 群 之 下 的 标准 型 . 


8 9.6 ”线性 型 与 双 线 性 型 
域 了 上 的 % 个 变量 的 线性 型 是 形 为 
: Fe on) =Dbit1+ ee boats to (24) 
的 多 项 式 ， 其 中 系数 5/，…，b; 和 c 都 在 了 中 .除了 平 几 情形 之 
外 , 我 们 可 假定 某 一 个 系数 5; 不 为 零 ， 如 果 c= 二 0， 则 这 个 线性 型 
称 为 齐 次 线性 型 ,任意 线性 型 (24) 可 以 看 作 站 的 笑 量 卫 = (zu 
…, zn) 的 函数 (了)， 不 同 的 线性 型 确定 不 同 的 函数 , 这 因为 函数 
f(X) 通 过 公式 
f(0,.»°, 0) 一 c, f(1, 0, …, 0) =Db1+e, ,了 (0,…, 0, 1) 一 0 二 
确定 线性 型 (24) 的 系数 . 
对 任意 线性 型 ,我 们 可 以 应 用 非 奇 异 仿 射 变换 
Ti 09+ bi (qi;)) 是 非 奇 异 的 (25) 
把 它 代入 (24 中, 产生 新 的 线性 型 
g (Yi1, ***, Yn) = 5 Soa) y+(T bk, + 路 (26) 
如 林 存 在 一 个 这 样 的 仿 射 变换 把 了 变 到 9 我 们 就 说 了 和 9 在 仿 
射 群 之 下 是 等 价 线 性 型 ， 
不 难得 到 线性 型 的 标准 型 ， 首 先 ， 因 为 某 个 5; 夫 0, 平移 zi 
纪 一 -Ti 一 yi( 当 i 三 四 将 消去 常数 项 ， 置 换 21=y;, 2;==Y1, 2 一 


yi( 当 4 大 1 和 i 大 四 将 给 出 象 (24) 那 样 一 个 新 的 线性 型， 其 中 
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大 0, 上 且 "一 0， 如 果 这 个 线性 型 按 变量 xX1,…, Zn 写 出 , 那么 由 方程 
1 一 DIZ1 十 … 十 Da，22 一 Z2 2 一 nr 
给 出 的 新 的 仿 射 变换 是 非 奇 异 的 , 它 把 满足 c=0 的 任意 图 数 了 变 
到 等 价 的 国 数 9 (yi1,…, yn) 二 好， 因此 ， 在 仿 射 群 之 下 ， 所 有 非 老 
线性 型 是 等 价 的 . 
现在 考虑 在 哆 几 里 得 群 ( 即 (25) 式 中 的 4== (a;j) 是 正 欧 惩 阵 ) 


之 下 实 线性 型 的 等 价 性 ，ad 二 (69 十 … 十 52)? 称 为 线性 型 (24) 的 范 
数 ， 如 上 所 述 , 通过 平移 我 们 可 以 消去 常数 ce， 适当 选取 a 使 得 


(中 … 滞 ) 是 具有 单位 长 度 的 矢量 , 因此 存在 一 个 正 交 答 隆 (bij) 
以 上 述 矢 量 作为 它 的 第 一 行 ， 那 么 变换 y; 二 情 hjx; 属于 欧 儿 里 
得 群 ; 因为 ty:=2zi 十 … 十 az， 所 以 它 把 满足 =0 的 线性 型 了 
变 到 线性 型 9 三 9q21. 

这 个 线性 型 dy 是 线性 型 在 欧 几 里 得 群 之 下 的 标准 型 为 了 
证 明 这 一 点 ,我 们 只 须 证 明 范 数 4 是 在 欧 几 里 得 群 下 的 不 变量 .了 
的 范 数 4d 正好 是 系数 矢量 8= (51,…, 8) 的 长 度 ，(26) 式 表明 , 变 
换 后 的 线性 型 中 的 系数 矢量 是 原来 的 系数 矢量 在 正 奖 矩阵 (ai5) 
作用 之 下 的 变换 式 64; 因此 苑 数 是 不 变量 ， 于 是 我 们 证 明了 

定理 13 ”在 欧 几 里 得 群 之 下 ， 每 个 线性 型 (24) 与 一 个 且 只 与 
一 个 标准 型 Qy 等 价 ， 其 中 局 是 满足 d= 二 (5 了 十 … 二 D2) 了 的 正 数 ， 它 
是 这 个 群 之 下 的 不 变量 . | 

关于 两 组 变量 mm，…，zn 和 如，…， 9 的 ( 齐 次 ) 双 线性 型 是 
形 为 

b (p10 Vrms Yi, go) 一 > QijYi (27) 


=1 j=1 


的 多 项 式 ， 它 是 通过 系数 矩阵 4= (qa;;) 来 确定 的 ， 这 个 双 线 性 型 
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可 以 利用 矢量 筷 = (zu zm) 和 了 = (4,…, Yr) 写成 矩阵 乘积 
DCX, 了 了 ) 一 X47. (28) 

作为 了 和 了 的 函数 ,这 个 函数 分 别 对 每 个 自 变量 是 线性 的 . 

更 一 般 地 ， 设 VY 和 琵 是 同一 个 域 了 上 的 维 数 分 别 为 m 和 % 的 
有 限 维 矢量 空间 ， 且 设 B(6，) 是 对 于 自 变量 EEV 和 nwEW 定义 
的 , 取 值 在 上 的 任意 函数 , 它 按 下 述 意义 是 双 线 性 的 : 对 于 w 和 
G2C8, 有 

有 (oil 十 aa 7) =aB(E,, 7) 十 Go (és, 7), 


5 62EV, WEW,; (29) 
B(é, G1711 十 C3772) =B(é, mj)ait+B(é, 12) 0s, 
EsEV, Wm, mEW. (29 ) 


选取 六 的 基底 qa1,…, qm 和 琴 的 基底 B, …，p8。， 日 设 a,; 是 按 ai; 


= 一 ai 0 定义 的 标量 ， 那 么 对 下 和 本 中 任意 矢量 上 和 7， 按 照 
荃 民 表示， 我 们 有 

B(E,n) =B(v0G Tndm, giP1+ yb,), 
因此 根据 (29) 和 (29') 得 


B(é, 7) 一 之 TB bi) Yj;= 之 0 


换 句 话说 ， V 和 本 上 的 任意 双 线 性 函数 好 对 于 给 定 的 一 组 基底 有 
象 (27) 那样 的 唯一 表达 式 ， 按 照 8 8. 5 的 记号 , 另 一 等 价 的 说 法 
是 , 双 线 性 型 恰好 是 mn 维 行 矢量 和 , m xn 矩阵 BB 和 % 维 列 和 拓 量 了 
的 乘积 XBY. | | | 

这 两 个 空间 的 基底 变换 对 应 着 各 组 变量 的 非 奇 异 变 换 卫 = 
X*P 和 了 =Y*Q. 在 这 些 变换 下 , 可 用 新 的 双 线 性 型 X* (P4OD 了 7* 
代替 (28) 式 ， 其 中 P4@" 是 一 个 新 的 矩阵 因为 任意 非 奇 晶 
矩阵 可 以 写成 一 个 非 奇异 矩阵 的 转 置 9:， 所 以 我 们 看 出 ， 两 个 双 
线性 型 (在 基底 变换 之 下 ) 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 的 矩阵 是 等 价 
a 344。 
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的 ， 因 此 , 根据 $ 8. 9 中 关于 矩阵 等 价 性 的 定理 18, 可 知 任意 双 线 
性 型 与 一 个 且 只 与 一 个 标准 型 

2181 Yr 
等 价 ， 这 里 整数 7 是 双 线 性 型 的 矩阵 的 秩 ， 它 是 一 个 (全 系 ) 不 
变量 . 


习 题 
1. 求 出 齐 次 实 线 性 函数 在 相似 群 之 下 的 标准 型 . 
2. 分 别 在 下 面 两 种 情形 下 求 齐 次 实 线性 函数 的 标准 型 : 
(a) 在 对 角 线 变换 群 之 下 , 即 gj 一 0iz go 一 Co 
(b) 在 单项 变换 群 之 下 , 即 了 一 X ,其 中 五 为 单项 矩阵 ， 
3. 证 明 : 锯 为 7 的 任 营 双 线 性 型 可 以 表示 成 


To Tit et Dingn) (Cugit "e+ Cings), 
即 表 示 成 7 个 线 性 型 的 乘积 之 和 . 
4。 求 出 两 组 新 变量 xz, 六, z* 入 ,Ww*, 把 下 面 双 线 性 函数 化 为 标 


准 型 . : 
Xu zo 二 xo 二 ye yo yw 二 ZU 一 29 二 20。 


$9.7 二 次 型 


下 面 四 市 专门 研究 二 次 型 在 各 种 变换 群 之 下 的 标准 型 。 这 类 
问题 中 最 简单 的 是 产生 于 对 平面 有 心 二 次 曲线 (具有 “ 斜 " 轴 的 李 
贺 或 双 曲 线 ) 的 研究 ， 这 样 的 二 次 曲线 满足 方程 4x? 十 Bry 十 Cy 
二 1, 其 中 左边 是 -一次 型 这样 的 二 次 型 (全 体 变量 的 二 次 齐 式 ) 
产生 于 很 多 其 他 情形 : 例如 , 空间 的 二 次 曲面 方程 ,二 次 曲线 在 齐 
次 坐标 下 的 射影 方程 ， 矢 量 长 度 的 平方 公式 | 琶 关 一 好 十 斑 十 … 十 


za 具有 三 个 速度 分 量 2,w 的 空间 运动 物体 的 动 能 公式 必 Qe 


十 安 十 w”), 微分 几何 中 在 球面 坐标 下 空间 的 弧 长 ds 的 公式 ge 
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CI 十 7200 十 72sin0c02. 

这 样 的 二 次 型 可 以 用 和 矩阵 表示 ， 例 如 ， 为 了 得 到 二 次 型 5 
十 6xy 十 2y 的 矩阵 表示 ， 首 先 调整 二 次 型 使 得 zy 和 yz 的 系数 相 
等 , 写成 52° 十 32Y 十 3y7 十 28*， 这 个 表达 式 可 以 写成 矩阵 乘积 


D 3\/7% oT 3Y 
, 中 3 2 人 y )- ” Ds2 1 2)) 
一 522 十 628 -+2y7. 
这 里 给 出 的 2x2 系数 矩阵 是 对 称 的 。 由 于 对 称 性 , 这 个 矩阵 等 于 
它 的 转生 ， 

一 般 地 , 如 果 方 隆 4 等 于 它 的 转 置 : 4'=4, 则 称 4 是 对 称 的 ; 
换 句 话说 ， (ci 是 对 称 的 当 且 仅 当 对 所 有 的 多 为 有 ai 一 cii。 类 
似 地 , 如 果 抢 阵 C 满足 C= 一 C, 则 称 C 是 针对 称 的 ， 为 把 矩阵 九 
分 成 对 称 部 分 和 斜 对 称 部 分 , 我 们 可 以 把 吾 写 成 


其 中 8= 二 一 ,天 一 一， 根据 转 置 的 运算 法 则 , 有 (B 土 B”) 


二 B' 土 (8B )'=B' 士 B， 所 以 SS 是 对 称 的 ，K 是 斜 对 称 的 ， 不 可 能 
再 有 别 的 分 解 使 得 =51 十 外;,， 基 中 S| 是 对 称 的 ， 太 1 是 斜 对 称 
的 ， 这 是 因为 任何 这 样 的 分 解 将 给 出 B= 一 Si 十 Ki=51 一 KI， 于 
是 B+B'=291,B 一 B=2K,, 所 以 Si 二 8, 大: 一下， 公式 (30) 可 以 
应 用 到 任意 满足 条 件 2=1+1 才 0 的 域 上 , 但 对 于 域 Z 上 的 和 矩阵， 
公式 (30) 设 有 意义 ， 因 为 在 Z2 中 1+1==0。 总之， 任意 矩阵 可 以 
唯一 地 表示 成 对 称 盾 阵 与 斜 对称 和 矩阵 之 和 , 只 要 假 定 1 十 1 夫 0， 
.1 个 变量 X41,…, zn 的 齐 次 二 次 型 是 由 多 项 式 


> > iD 
i 


来 定义 的 ， 其 中 每 一 项 的 次 数 都 是 2， 这 个 二 次 型 可 以 写成 伐 阵 
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十 一 心 十 丽 ， (30) 


的 滋 积 KPBX-， 如 果 系 数 惩 阵 瑟 是 斜 对 称 的 ， 那 么 25 一 一 0255 因 
此 这 个 二 次 型 等 于 零 . 一般 地 , 根据 (30) 式 , 把 B 写 成 B=5S++K， 
二 次 型 变 成 
XBX'=X(S+K)X:=XSX'- XKX'=XSX,, 
(K 是 斜 对 称 和 矩阵 ). 
因此 , 当 1 十 1 去 0, 则 任意 二 次 型 可 以 唯一 地 表示 成 (用 4 记号) 


> =X4X"， 4= (gi;) 是 对 称 和 矩阵、 (31) 


如 末 拓 量 5 有 华 标 外 二 (Xi,…，xn)， 那 么 每 个 二 次 型 确定 一 
个 矢量 上 的 二 次 函数 @() = 了 4X'. 由 空间 的 基底 变换 给 出 新 从 
慰藉， 马 与 老 坐标 的 关系 是 通过 方程 屋 = 和 PP( 其 中 尸 是 非 奇异 
矩阵) 给 出 的 .按照 8 的 新 坐标 来 表示 , 二 次 型 变 成 

Q(E) =XAX'= (X*P) A(X*P)'=¥* (PAP') NX*" 

这 是 含有 新 第 阵 P4 忆 的 另 一 个 二 次 型 . 这 个 新 矩阵 同 4 一 样 是 
对 称 的 , 因为 (P4PD) = 一 (PDT4P 一 P4P. 

定理 14 通过 坐标 变换 ,含有 矩阵 4 的 二 次 型 变 为 含有 矩阵 
PAP' 的 二 次 型 ,这 人 

对 称 和 矩阵 4 和 B， 如 果 满 足 关系 B= 二 PA4P' (其 中 忆 是 非 琳 蜡 
的 ), 则 称 和 4 和 BB 是 相合 的 . 

再 重复 一 下 , 定理 14 斯 言 , 齐 次 的 二 次 型 在 全 线性 群 (这 个 群 
由 关于 变量 的 非 奇 异 的 线性 齐 次 变换 构成 ) 之 下 化 为 标准 型 的 问 
题 ， 等 价 于 求 对 称 和 矩阵 4 在 变换 群 4 广 >P4P: 之 下 的 标准 型 
操 题 . 


了 通 
1. 证 明 : 4*4 和 447 总 是 对 称 的 . 
2， 证明: 如 采 4 是 斜 对 称 的 ,那么 42 是 对 称 的 。 
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3 把 8$8.3 中 习题 工 的 每 个 矩阵 表示 成 S 十 K 的 形式 ， 
4， 求 出 与 下 列 各 二 次 型 相 联 系 的 对 称 插 阵 : 
(a) 2172 十 3X8 十 632， 
(b) 8zy-H dg, 
(C) 22 十 278 十 472 十 382 十 2 十 722， 
(d) 4xy, 
(€) 42 十 428 十 4382 十 2222 十 2 十 482， 
5.〈a) 证 明 : 如 果 心 是 对 称 的 , 4 是 正 交 的 , 那么 4 1S4 是 对 称 的 . 
(b) 证 明 : 如 时 五 是 斜 对 称 的 ,4 是 正 交 的 , 那么 4"1K4 是 斜 对 称 


6， 讨 论 算 阵 4B 一 B4 在 下 列 各 情况 下 的 对 称 性 : 
(a) 4 和 B 都 是 对 称 的 . 
(b) 4 和 B 都 是 斜 对称 的 . 
(c) 4 是 对 称 的 , 而 B 是 斜 对 称 的 . z 
7， 证 明 : 如 果 4 和 BB 是 对 称 的 ,那么 48B 是 对 称 的 当 且 仅 当 48=B4. 
8. (a) 证 明 : 域 Z:( 横 2 整数 域 ) 上 每 个 斜 对 称 和 矩阵 是 对 称 的 . 
(b) 举 出 Z 上 的 算 阵 , 它 不 能 表示 成 入 二 下 (网 (30) 式 ). 
9， 设 DD 是 无 重复 元 素 的 对 角 人 矩阵 ,证明 : AD 二 D4 当 且 仅 当 4 也 是 对 
角 和 气 阵 ， 
10， 设 (6) 是 二 次 函数 , 证明 
Yla+p+r)—(at+p) -0 (Bi+r) -+a) 
+Q(a) TOL) +O) =0. 
11。 双 线性 型 B(E5, 0) (8 和 mE) 如 果 满 足 B(6, 7) = 二 BC(n,，E)， 则 称 它 
是 对 称 的 .和 证明: 如 时 BB 是 对 称 双 线 性 型 , 那么 8(8) =B(E, 6 是 满足 关系 
式 2B(é,7)=0(E+7) — Os) 一 QI) 
的 二 次 型 . 
12. 证 明 ; %X% 实 矩阵 4 是 对 称 的 当 且 仅 当 与 它 相 联系 的 % 维 欧 几 里 
得 空间 的 线性 变换 人 二 Ti 对 任意 两 个 矢量 5, 7 满足 关系 (ET, 7) 二 (6&, 77)， 
“13， 证 明 : 如 果实 矩阵 硬是 斜 对 称 的 ， 并 且 I 二 5 是非 奇异 的 ， 那 么 
(2 一 S) (I 十 5)7! 是 正 交 算 阵 . 
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$ 9.8 全 线性 群 之 下 的 二 次 型 
大 家 熟悉 的 “配方 "法 可 以 用 作为 化 简 二 次 型 (通过 线性 变换 ) 
的 方法 。 对 于 两 个 变量 的 二 次 型 , 由 这 个 方法 可 以 得 到 
Qar + 2b0ry + ey’ 


2 2 
=al 9ay 十 语 六 | 十 | 0 一 所 全 的 


-ee 
括号 中 的 项 给 出 新 的 变量 放 =z+| oy y 二 y， 在 这 个 变量 线性 变 


换 下 , 二 次 型 变 成 a 2 交叉 项 被 去 掉 了 。 


这 一 论证 要 求 w 夭 0， 如 果 a 二 0, 而 ce 去 0， 则 可 用 类 似 的 变换 
来 化 向 最后， 如 果 a=c 一 0， 那 么 原来 的 二 次 型 是 20xy， 对 应 
的 方程 20xzy 三 工 表示 一 个 等 轴 双 曲线 . 在 这 种 情况 下 ， 变 换 x 
=w 十 y ,Y=w' 一 y 将 把 二 次 型 化 为 

25(0 二 1) 2 —y ) 一 28(22 一 扩 2)， 

这 个 表达 式 也 只 包含 着 平方 项 ， (提示 : 这 里 使 用 的 变换 与 关于 双 
则 线 轴 的 旋转 有 什么 关系 ?) 

类 似 的 “配方 "法 可 以 应 用 到 多 于 两 个 变量 的 二 次 型 上 ， 

引 理 通过 非 奇 异 线 性 变换 ， 住 意 不 恒 为 零 的 二 
WiQijXI 可 以 化 为 首 项 系数 1 下 0 的 二 次 型 , 只 要 假定 1 十 1 才 0. 

证 明 根据 假设 ， 至 少 有 一 个 系数 a;; 站 0， 如 泵 是 对 角 线 元 
素 aii 二 0, 那么 我 们 通过 1 与 xX; 变量 对 换 (这 是 一 个 非 厨 异 变换 ， 
因为 它 的 矩 阵 是 置换 矩阵 ), 可 以 得 到 新 的 系数 gi1 关 0。， 邵 果 所 有 
对 角 线 元 素 i; 都 是 堆 , 但 是 存在 下 标 ? 闻 J) 满足 @i; 寺 9. 通过 置 
的 变量 ， 我 们 可 以 使 gz 寺 0; 由 和 矩阵 的 对 称 性 有 ?=ai， 那 么 已 
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C= 


知 的 二 次 型 就 是 atazizo 十 caizaz2i 王 2al27122 再 加 上 含有 其 他 变量 
的 一 些 项 .恰好 同等 轴 双 曲线 的 情形 一 样 , 通过 变换 

TY Wo Ws Ya Vn Yn 
这 个 二 次 型 就 可 化 成 首 项 系数 2a1s 直 0 的 形式 24a12(yi 一 2). 上 
述 变 换 是 非 奇 异 的 , 由 消去 法 我 们 容易 证 明 它 有 族 变 换 


21 十 02 _ Wow 


» Y3— wa Yn ne 
问 : 这 个 论证 中 什么 地 方 用 到 假设 1+1 才 0? 
现在 我 们 对 任意 二 次 型 “配方 "。 根据 引 理 , 我 们 可 使 at 二 0， 
所 以 二 次 型 可 以 写成 au (vibijwy), 这 里 b= 二 bu 一 1， 由 于 
矩 隆 的 对 称 性 , 含有 zw 的 项 为 
mt2 die (mt Pb) 一 (oo) . 
一 j=2 
这 个 “完全 平方 的 构成 瞳 示 有 一 个 变换 


pA 
Yi 二 wi > bj gf 一 光一 网 和 
jj 一 2 


那么 ji 只 出 现在 拓 项 中 .原来 的 二 次 型 现在 就 变 为 au 统 十 
2Y;cjzys， 这 里 的 下 标 了 和 是 从 2 跑 到 n%n， 剩 下 的 部 分 是 1% 一 1 
个 变量 gz …, Yr 的 二 次 型 ， 对 这 个 二 次 型 使 用 同样 的 方法 ， 这 个 
方法 可 以 重复 进行 下 去 (归纳 论证 ) 直 到 剩 下 的 二 次 型 的 新 系数 全 
都 是 零 为 止 。 因 此 我 们 有 
定理 15 通过 变量 的 非 奇 异 线性 变换 ， 满 足 条 件 1 十 1 壮 0 的 
任意 域 上 的 二 次 型 可 以 化 为 对 角 二 次 型 
dg 十 Qd2y2 十 … 十 QJ2， 每 个 di 站 0. (32) 
非 零 对 角 线 元 素 的 个 数 了 7 是 一 个 不 变量 ， 
这 个 数 7 称 为 已 知 二 次 型 4X" 的 秩 ， 因 为 了 是 化 簿 后 的 二 
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次 型 (32) 的 对 角 乍 阵 已 的 秩 ， 所 以 它 的 不 变性 是 显然 的 : 这 个 秩 
必 等 于 原来 二 次 型 的 矩阵 4 的 秩 ， 因 为 根据 定理 14， 我 们 的 变换 
把 和 4 化 为 了 D=PAP', 而 我 们 已 经 知道 ($§ 8.9 定理 19), 秩 在 更 一 般 
的 变换 4H- 一 >PAQ 之 下 是 一 个 不 变量 . 

如 果 % 个 变量 的 二 次 型 六 4X' 的 秩 是 m%， 那 么 称 它 是 非 奇 异 
的 , 因为 这 意味 着 矩阵 4 是 非 奇异 的 . 

在 对 角 二 次 型 (32) 中 ， 秩 7 是 不 变量 ， 而 系数 并 不 是 不 变量 ， 
因为 用 不 同 的 方法 化 简 二 次 型 可 以 产生 不 同 的 系数 组 Ci，…，Q，. 
下 一 古 我 们 将 得 到 实数 域 这 个 特殊 情形 下 的 全 系 不 变量 . 


避 题 

1。 在 有 理 数 域 上 , 把 $ 9.7 习题 4 中 的 每 个 二 次 型 化 为 对 角 型 ， 

2， 在 模 5 整数 域 Zs 上 ,把 2z2 十 Zg 十 392 化 成 对 角 型 . 

3 证明: 在 域 Cs 上， 每 个 二 次 型 可 以 通过 线性 变换 化 成 形式 dy 
共 中 每 个 系数 d; 一 0,1 或 2. 

4.， 证 明 : 在 有 理 数 域 上 ， 二 次 型 及 十 x3 可 以 变换 成 两 种 不 同 的 对 角 
2 Oi dyz 和 221+ 822, 

5. 当 和 矩阵 4 是 下 列 情形 时 , 求 出 矩阵 了 使 得 PAP" 是 对 角 和 矩阵 ， 


RE 


0 1 0) 
(c) ‘(| 0 : 
0 2 0 


6， 求 出 所 有 的 把 实 二 次 型 好 十 … 十 刀 化 为 天 十 … 十 避 的 线性 变换 ， 
7， 严 格 证 明 : 二 次 型 xy 在 群 L,(Z) 之 下 不 等 价 于 对 角 型 . 


$39.9 全 线性 群 之 下 的 实 二 次 型 
在 解析 几何 中 ， 二 次 曲线 和 二 次 曲面 都 是 用 实 二 次 多 项 式 函 
数 来 舞 述 ， 在 实数 域 上 ， 对 角 型 (32) 的 每 一 项 可 以 通过 变量 代 换 
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类 =| di 13y; 进一步 化 简 , 使 得 项 di 变 成 士 %2， 对 所 有 变量 同 
时 实行 代 换 ， 就 把 二 次 型 化 为 形式 王 士 办 . 在 这 个 和 中 ， 可 以 置 
换 变 量 , 使 得 正 的 平方 项 都 在 前 面 ， 这 就 证 明了 
定理 16 实数 域 上 任意 二 次 型 可 以 通过 变量 的 非 奇 异 线性 
变换 化 成 如 下 形式 ， 
2! 十 十 Zp 一 Z341 一 光一 他 。 (33) 
定理 11 出 现在 简化 形式 (33) 中 正平 方 项 的 个 数 九 是 给 完 
二 次 型 外 的 不 变量 .也 就 是 说 ,PD 只 依赖 于 二 次 型 而 不 依赖 于 化 
间 的 方法 ( 西 耳 维 斯 特 (Sylvester) 惯 性 律 )， 
证 明 假设 存在 另外 的 简化 形式 
弛 十 一 J 一 … 一 多 ， (34) 
它 含 有 4 个 正 项 ， 因 为 这 两 个 简化 形式 是 从 同一 个 8 通过 非 奇 异 
变换 得 到 的 ， 所 以 存在 一 个 非 奇 异 变 换 把 (33) 化 成 (34)， 我 们 可 
以 把 这 个 变换 方程 看 成 坐标 变换 (图 象 固 定 坐 标 移动 的 变换 )， 那 
么 (33) 和 (34) 表 示 固 定 矢 量 的 同一 个 二 次 函数 8(8), 而 & 相对 
于 一 组 基底 的 坐标 是 #1,…，z,;,， 相 对 于 另 一 组 基底 的 华 标 是 
#1 *'*, Yr. / 
假定 9 二 p。 如果 公 式 (33) 中 zp41 二 …= 二 z; 二 0， 则 @(6) 宕 0. 
满足 这 7 一 p 个 方程 的 全 体 矢量 构成 % 一 (7 一 p) 维 子 空间 司 ， 
(在 这 个 子 空间 中 存在 % 一 (7 一 P 了 ) 个 坐标 21),， Zp，2141，……*，2n)， 
类 位 地 ，(3 你 式 中 ， 每 个 5 考 0 如 果 坐 标 满足 yi ==… 二 y= yi 二 
二 yn 一 0， 则 使 得 8(8) 二 0， 这 些 条 件 确 定 一 个 7 一 g 维 子 空间 
D2， D1 和 AD; 网 个 于 空间 的 维 数 之 和 是 
n—(r—p)+ (7—g) =n+ (p—q)>n 
因此 和 5 具有 公共 的 非 零 矢量 5， 因 为 由 $7.8 定理 17 可 知 
交 S18S3 的 维 数 是 正 的 ， 对 于 这 个 公共 矢量 所 由 (33) 有 @() 
.352 。 


0, 而 由 (34) 有 Q(E) 二 0, 显然 得 出 下 盾 ， 如 采 假 定 9p, 则 将 导出 
类 似 的 矛盾 , 所 以 9==p, 定理 证 先 . 

这 个 结果 表明 ， 任 意 实 二 次 型 可 以 通过 线性 变换 化 为 一 种 且 
只 化 为 一 种 433) 那样 的 二 次 型 ， 所 以 这 种 类 型 的 表达 式 工 士 和 4 
是 活 二 次 型 在 全 线性 群 之 下 的 标准 型 ， 这 个 标准 型 本 号 由 所 谓 符 
号 差 ( 十 , 十， 一; 一 } 瞧 一 确定 ,这 个 符号 差 是 由 了 个 正己 ， 
7 一 了 个 负 号 组 成 , 其 中 7 是 二 次 型 的 秩 ， 这 个 符号 差 是 通过 7 和 
5 二 7 一 (7 一 p) 二 2p 一 7? 确定 的 (s 是 正 号 个 数 减 去 负 号 个 数 )， 有 
时 称 这 个 整数 s 为 二 次 型 的 符号 差 . 了 和 s 一 起 构成 全 系 ( 数 值 ) 
不 变量 ， 这 是 根据 两 个 二 次 型 等 价 当 且 仅 当 它 们 可 化 成 同一 个 标 
准 型 (33). 

定理 18 两 个 实 二 次 型 在 全 线性 群 之 下 等 价 当 且 仅 当 它 们 
有 相同 的 秩 和 符号 差 ， 

2 个 变量 的 实 二 次 型 @ 二 4X'， 如 果 当 兰考 0 时 可 推出 二 
0, 都 么 称 久 是 正定 二 次 型 ; 在 同样 条 件 下 实 对 称 抵 阵 4 称 为 正宗 
矩阵 ， 如果 我 们 考虑 标准 型 (33), 显然 ,& 是 正定 二 次 型 当 且 仅 当 
标准 型 是 z 十 … 十 sa。 这 是 因为 ， 个 平方 和 除了 所 有 项 都 是 零 
而 外 总 是 正 的 ， 而 且 当 取 妈 是 第 即 个 单位 矢量 es 时 ，(33) 中 的 
X4X < 和 0, 除非 2=2， 于 是 , 我们 证 明了 

定理 19 实 二 次 型 是 正定 的 当 且 仅 当 它 的 标准 型 是 2 十 … 
十 22。 

根据 定理 14, 这 意味 着 4 二 PIP', 它 给 出 下 面 进一步 的 结果 . 

定理 20 实 对 称 和 矩阵 4 是 正定 的 当 且 仅 当 存在 一 个 实 非 奇 
异 和 矩阵 了 使 得 4 一 PP 

二 次 型 X4X" 确定 了 在 % 维 矢量 空间 中 的 一 条 轨迹 ， 它 是 
满足 X4X:=1 的 所 有 点 六 组 成 ， 标 准 型 (33) 意 味 着 , 通过 适当 的 
韭 奇 腊 线 性 变换 可 把 轨迹 化 为 具有 方程 
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和 十 十 科 一 22 一 一 条 一 ] 
的 曲线 .例如 , 在 平面 上 , 秩 为 2 的 简化 了 的 方程 是 
X=1l, yl xX:—y =1. 

它们 分 别 表示 圆 , 等 提 双 曲线 , 或 根本 没有 轨迹 。 秩 为 0 的 瞧 一 的 
一 次 型 是 0 二 1; 秩 为 1 的 二 次 型 是 x ==1( 它 表示 两 条 二线 X 一 
土 1 ) 或 者 一 2 二 1 没有 轨迹 )， 在 5 8.8 中 我 们 证 明了 (定理 15 的 
推论 2), 平面 上 任意 韭 奇 异 线性 变换 可 以 表示 为 切 变 换 、 压 缩 (或 
伸 长 ) 与 反射 的 乘积 。 因 此 方程 gx? 十 bxy 十 cy 二 1 表示 的 任意 有 
心 一 次 曲线 可 以 相继 通过 切 变 换 、 压 瘦 与 反 叶 化 为 我 们 在 上 面 列 
举 出 的 几 种 形式 之 一 ， 在 几何 上 , 这 些 结果 是 合理 的 : 椭圆 可 以 沿 
着 一 根 轴 压 缩 成 贺 ; 但 是 显然 找 不 到 一 系列 线性 变换 可 以 把 圆 
7 十 六 二 1 化 成 等 轴 双 曲线 到 一 的 =1， 这 就 是 平面 情形 符号 莽 的 
不 变性 的 几何 意义 

在 研究 两 个 变量 的 函数 的 极 大 什 和 极 小 值 时 ， 符 号 差 是 有 用 
的 . 设 z 二 fw,9) 是 一 个 光 沸 函数 , 它 的 一 阶 偏 导 数 扣 和 所 在 x 二 zo， 
9 二 yo 处 各 为 短 , 因此 z 按 4==x 一 zw0, =y 一 yo 的 寡 的 泰勒 级 数 展 
开 式 中 , 没有 一 次 项 .这 个 展开 式 是 


fro th go tk)=f(zo, yo)+ Lah? 2blk-t ck?] te 


其 中 系数 a,5,c 是 偏 导数 
@= fs Xo, yo), b= frylTo, Yo), 
c=f,(xo, go ). 

当中 和 天 的 值 很 小 时 , 起 支配 作用 的 是 方 括号 中 的 那 项 , 它 是 变量 
玫 和 疙 的 实 系 数 二 次 型 ， 如果 这 个 二 次 型 的 秩 是 2, 那么 它 可 以 利 
用 变换 后 的 变量 为 和 表示 成 士 凡 十 有 2， 如 果 两 项 的 符号 都 是 
加 有 号， 那么 (zo go) 点 附近 的 函数 值 六 xzo 十 jyo 十 8) 总 是 超过 
了 (xo, go) 所 以 z 有 相对 极 小 值 ， 如 果 两 项 的 符号 都 是 减 号 ,那么 
。35 了 。 


2 有 相对 极 大 值 ， 如 果 一 项 符号 是 加 己 男 一 项 符号 古 减 己 ， 则 二 
次 型 可 以 取 正 值 也 可 以 取 人 负 值 ， 所 以 (zo, 加 ) 既 不 征 棚 大 点 也 不 二 
极 小 点 ,而 是 鞍点 ( 象 马鞍 ,或 者 象 两 个 山峰 之 辣 的 隘口 , 高度 > 沿 
一 个 方向 是 增加 的 ,而 沿 男 一 个 方向 是 减少 的 )， 因 此 , 极 大 点 \ 极 
小 号 和 鞍 品 契 根 据 二 次 型 的 件 号 差 来 区 分 的 .三 个 变量 或 更 多 变 
量 的 国 数 的 临界 点 有 类 似 的 结果 ， 


习 匮 
1， 证 明 : 实 二 次 图 数 sz? 十 bzg 二 cc 所 是 正定 的 当 且 仅 当 g 关 0 且 4ac 一 
b>0. 
2. 证 明 : 正定 对 称 矩 阵 的 主 对 角 线 上 的 元 素 都 是 正 的 . 
3， 把 下 列 各 实 二 次 型 化 为 定理 16 所 述 的 标准 型 , 并 求 出 每 个 二 次 型 的 
特 和 符 握 差 : 
(3 ) 9r? + 12x,72 十 7973， 
(b) 221 一 12747 十 1I8232， 
(C) 一 221 一 47103 十 2222 十 122273 十 62371 一 03 
4。 描述 三 维 空间 中 实 二 次 型 的 各 种 可 能 标准 型 的 几何 轨迹 ， 
5. 证 明 : 复 系 数 齐 次 二 次 型 在 全 复线 性 群 之 下 总 是 与 平方 和 21 二 … 
十 zr 等 价 ， 
6， 证 明 : %w 个 变量 的 复 系数 的 两 个 二 次 型 在 全 线性 群 之 下 等 价 当 旦 . 仅 
当 它 们 有 相同 的 秩 . 
7 证明: 双 线 性 函数 了 4Y7 是 “内 积 ” 当 且 仅 当 4 是 对 称 的 并 且 是 正 
8， 如 果 二 次 型 的 秩 等 于 符号 差 , 那么 称 这 个 二 次 型 是 半 正 定 的 , 对 这 种 
二 次 型 叙述 并 证 明 类 似 于 定理 19 的 命题 . 
3， 对 半 正 定 二 次 型 , 氢 述 并 证 明 类 似 于 定理 20 的 命题 . 
10、(a) 列 出 四 个 变量 非 阁 异 二 次 型 的 所 有 类 型 . 
(D) 至 少 对 两 个 二 次 型 , 几何 地 描述 一 下 它们 在 Rt 中 相应 的 轨迹 . 


$ 9.10 正 交 群 之 下 的 二 次 型 

实 二 次 型 在 正 交 变换 之 下 可 以 化 简 成 什么 样 呢 ? 一 个 正 交 变 
换 了 =XP 把 X4Xr 变换 成 了 (P-L4(P-1)7)7-， 因 为 王 是 正 交 抵 
阵 , 所 以 新 矩阵 可 以 写成 DP~14(P-!1)'=P-!14P. 

在 平面 上 ,椭圆 在 正 交 变换 (旋转 和 反射 ) 之 下 决 不 能 产生 圆 ; 
我 们 至 多 可 以 使 椭圆 的 轴 旋 转 到 标准 位 置 上 .长 轴 可 以 看 作 最 长 
的 直径 ， 为 重 述 这 个 最 大 值 性 质 ， 考 虑 任意 实 二 次 函数 8(&)== 
av* 十 Cy*?， 其 中 a 全 ce， 并 上 且 没 有 wy 项 ， 那么 8(E) 才 ex? 十 cy?= 
cz 十), 这 就 意味 着 , 在 单位 圆 2 十 严 ==1 的 所 有 点 上 9 的 最 大 
值 是 c, 并 且 在 x=0,y=1 点 上 取 这 个 最 大 值 ， 反 过 来 ,下面 的 引 
理 傈 证 台中 没有 zy 项 . 

5| 理 如 果实 二 次 函数 @ 二 ax? 十 2bwy 十 cy? 在 单位 图 zw? 十 y 
二 1 的 所 有 点 中 有 一 个 最 大 值 , 并 且 在 点 w= 二 0,y 二 1 上 有 取得， 那么 
b=0. 

证 明 把 @ 看 作 一 个 变量 z 的 ( 双 值 ) 函 数 ， 这 里 y 同 z 的 关 


系 隐 含 在 等 式 十 六 =1 中 ， 两 边 求 微 商 ， 我 们 得 到 2 十 2y 虹 一 


0, 所 以 导数 y= 昼 一 一 艺 ，@ 的 导数 是 


QO =(ar:+2bry+ ey) =2ar+2by+2bry' +2cyy'. 
置 x= 二 0, gy 二 1, 求 出 y 的 值 后 一 起 代入 上 式 ， 我 们 得 到 Q@' =22 
但 是 @ 在 x 二 0,gy=1 点 处 达到 最 大 值 , 所 以 这 个 导数 一 定 为 零 , 因 
此 20 一 0. 还 是 
现在 回 到 2 个 变量 的 二 次 型 在? 维 空间 中 ， 单 位 超 球 面 
二 2i 二 1 是 封闭 的 有 界 集合 ， 它 上 面 的 点 都 是 长 度 为 1 的 矢 量 , 


QD ”两 个 对 称 和 矩阵 4 和 P-!4 P(P 是 正 交 拖 阵 ) 有 时 称 为 是 正 交 相合 的 ， 
。356，。 


在 这 个 超 球面 上 , 实 二 次 型 80(&)= 了 ziaijzi 所 取 的 值 有 一 个 上 
界 了 >|ais|， 因 为 0(5) 是 5 的 连续 函数 ,所 以 Q(5) 在 3 上 有 最 大 


值 D4,， 换 名 话说 , 在 所 有 单位 长 度 的 矢量 5 中间， 存在 一 个 矢量 
50, 在 so 上 ,QG) 取 它 的 最 大 值 4h， 因为 5 的 长 度 为 1 所 以 我 们 
可 以 选取 l= 二 0 作为 新 的 标准 正 交 基 ai，…，on 的 第 一 个 天 时 
《3 7.11 的 定理 21). 设 5 对 于 这 组 基底 的 新 坐标 是 1,…, yn， 那 
么 二 次 型 按照 新 坐标 可 表示 为 8(5)== 乙 yi8;;y;， 其 中 系数 b;; 组 
成 一 个 新 矩阵 ，8 的 最 大 值 人 1 通过 坐标 为 (1，0, …，0) 的 矢量 ai 
给 出 ， 所 以 代入 au 可 知 最 大 值 4 吏 等 于 b1!:， 如 果 我 们 进一步 限 
制 变量 , 除了 纺 和 9; 两 个 变量 之 外 其 他 都 是 零 ， 那 么 这 个 最 大 值 
仍然 保持 不 变 . 因此 纪 =1，y; 二 0 是 二 次 型 D119f 十 2011919i 十 
208 在 条 件 闪 十 办 二 1 之 下 的 极 大 点 ， 那 么 引 理 (用 gy; 代替 x) 
断言 , 交叉 乘积 的 系数 b1; 是 堆 ， 这 种 论证 应 用 于 =2, 3,…',n 每 
一 种 情形 . 因此 ,g 按照 这 些 坐 标 所,…, y 来 表示 时 , 去掉 了 所 有 
yi 本 1 交叉 乘积 项 , 于 是 变 成 


YQ(E)=A9 + > > yi3Y;, B= (6))=B". (35) 


i 二 2 ;二 2 
第 一 个 系数 四 不 是 矢量 而 是 标量 (是 在 球面 | 引 =1EQ@G) 的 最 
大 值 ). 

在 (35) 式 中 差 8*(8) 一 Q(6) 一 机 是 % 一 1 个 变量 y,…:，y， 
的 二 次 型 .这 些 变量 是 由 %* 一 1 个 新 基 矢 量 g;,，…，a, 张 成 的 空间 
Sn-! 中 的 坐标 。 在 这 个 空间 ( 它 是 第 一 个 基 矢 量 6 的 正 交 补 ) 中 ， 
我 们 可 以 重复 应 用 同样 的 方法 ， 选 择 新 的 标准 正 交 基 使 得 @*(E) 
Q@” 同 微 积分 学 中 一 样 , 这 里 我 们 假定 下 述 事 实 成 立 ; 在 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 

在 这 个 集合 上 有 一 个 最 大 值 . 
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在 i151 二 1 上 取 最 大 值 ; 这 就 从 二 次 型 中 分 出 男 外 一 个 对 角 线 元 素 . 
最 后 我 们 求 出 一 组 主 轴 基 底 , 对 于 这 组 基底 有 
QO(E)=A2f 十 4o22 十 十 An2t， i 字 机 字 字 hl,。 (36) 

这 里 z1, ,2 是 6 相对 于 ,pz, Ys,… 这 组 基底 的 坐标 , 而 ai, ps， 
ys, … 是 在 逐次 满足 最 大 要 求 时 选取 的 , 第 一 个 矢量 a 使 8(8) 达 
到 最 大 值 A1, 只 在 条 件 15| = 工 之 下 ., 第 二 个 基 矢 量 bs 选 为 在 这 个 
空间 中 与 xu 正 交 的 矢量 ; 这 也 就 是 ,7 二 ps 是 适合 [1n| =1, 701) 一 
0 的 所 有 舌 量 ” 中 间 , 使 8(7) 达 到 最 大 值 4 的 一 个 矢量 .第 三 个 
基 天 量 ?s 是 适合 15| 王 1， 并 与 &, BB 正 交 的 所 有 矢量 中 间 , 使 
4e) 达 到 最 大 值 的 一 个 拓 量 ， 等 等 ， 这 个 逐次 最 大 问题 可 以 通过 
具有 三 个 不 等 轴 a 之 5 之 c 二 0 的 梢 球 ( 以 倒 过 来 的 形式 ， 即 极 大 换 
作 极 小 ) 加 以 形象 地 描述 ， 最 短 主轴 c 是 最 小 直径 ;次 主轴 5 是 所 
有 同 了 最 短 主 轴 验 也 的 直径 中 间 最 短 的 一 个 , 等 等 . 

于 是 (36) 式 的 系数 和 1,…, 4 可 表征 为 某 一 极 值 问题 的 解 , 这 
个 极 值 问题 只 依赖 于 @, 而 不 依赖 于 特殊 的 坐标 系 ,在 化 简 过 程 中 ， 
只 有 当 第 一 个 最 大 值 ( 或 者 后 面 的 某 一 最 大 值 ) 是 由 两 个 或 更 多 个 
长 度 为 1 的 不 同和 天 量 bo 和 mh 给 出 的 时 候 才 可 能 产生 极 值 不 确定 
的 情况 ， 即 使 在 这 种 情况 ,我 们 仍 可 证 明 4; 是 唯一 的 ($10.4). 

这 器 证 明了 下 面 的 主轴 定理 . 

定理 21 任意 多 个 变量 的 实 二 次 型 , 对 于 适当 的 标准 正 交 基 
可 以 取 为 对 角 型 (36)， 

由 定理 1， 这 组 新 基 展 Qf,，…, ax 可 以 按照 原 基 底 &1 = (1, 0， 
0) ,En 二 (0,"…,0,]) 表 示 成 必 二 之 ,Pije;. 进 一 步 ， 因 为 矢 


量 呈 ,…,Qzn 是 标准 的 而 且 是 正 交 的 , 所 以 系数 矩阵 卫 = (pij)) 是 正 
奖 和气 际 . 象 定理 2 那样 ， 老 坐 标 v1", Wn 中 可 按照 新 坐标 Xi ， 1 
人 表示 成 Zi= 之 ,zpii; 换 句 话说 , 我 们 已 对 二 次 型 做 了 变量 的 正 
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交 变 换 . 于 是 定理 21 的 “坐标 变换 ”形式 的 结果 可 改写 成 “点 变 
换 的 形式 , 即 

推论 1 %% 个 变量 的 任意 齐 次 二 次 消 数 可 以 通过 正 交 点 变换 
化 为 对 角 型 (36). 

这 两 个 结果 都 称 为 “主轴 定理 *”， 如 果 二 次 型 用 与 它 对 应 的 给 
隆 来 代 和 巷 , 那么 这 个 定理 断言 

推论 2 对 任意 实 对 称 抵 阵 4， 存 在 实 正 交 矩 阵 书 使 得 
有 P4P 一 P4P-I 是 对 角 和 矩阵 . 

换 句 话说 ， 我 们 证 明了 任意 实 对 称 和 矩阵 与 对 角 和 矩阵 相似 ， 同 
定理 4 相 比 较 , 我 们 看 出 标准 型 (436) 中 的 4 …，4 恰好 是 年 阵 4 
的 全 体 特 征 值 . / 

在 平面 上 ,方程 8(6) =1 的 标准 型 只 不 过 是 人 x24 二 1 
这 类 方程 包括 椭圆 (4442 二 0) 或 双 曲 线 (4 全 0>42) 普通 的 标准 
万 程 ， 这 些 系 数 确 定 了 轴 的 长 度 ， 在 三 维 空间 中 ， 对 三 个 系数 
A1,42, 43 有 类 似 的 解释 . 如 果 这 三 个 系数 都 是 正 的 ， 则 轨迹 8 二 1 
站 一 个 炳 球 ; 如 果 其 中 一 个 是 负 的 , 则 是 单 时 双 曲 面 ; 如 果 其 中 两 
个 是 负 的 , 则 是 双 叶 双 曲 面 ; 如 果 三 个 系数 都 是 负 的 , 则 根本 没有 
轨迹 . (注意 符号 差 和 秩 在 这 里 所 起 的 作用 .,) 

问 定 理 和 的 推论 相 比 较 ， 我 们 看 出 (对 于 对 称 和 矩阵 4) 二 次 
国 数 太 4X 的 主轴 正 是 线性 变换 瑟 广 >X4 的 特征 矢量 ， 因 此 很 
到 

推论 3 ”对 于 实 对 称 矩 阵 A, 线性 变换 及 一 > 及 4 有 一 组 基底 
是 由 具有 实 特 征 值 的 正 交 特征 矢量 构成 . 

推论 4 每 个 非 奇异 实 和 矩阵 4 可 以 表示 成 乘积 4 一 SB， 其 中 
心 是 对 和 苑 正定 矩阵 , 姑 是 正 交 矩阵 . 

证 明 我 们 已 经 知道 (定理 20)44: 是 对 称 的 ， 并 且 是 正定 
的 、 根 据 主 轴 定 理 ， 存 在 正 交 和 搬 阵 己 使 得 P-L44P 是 对 角 和 矩阵 ， 
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并 且 是 正定 的 ， 于 是 对 角 线 元 素 都 是 正 的 ， 通 过 求 这 些 元 素 的 平 
方 根 , 我 们 得 到 一 个 正定 对 角 和 矩阵 下 满足 T= P-'44"P, 因此 正 
定 对 称 和 矩阵 S=PTP-! 满足 于 =44 如 果 我 们 证 明了 = 
2 4 是 正 交 的 , 则 有 4 二 5E, 如 推论 所 要 求 的 , 于 是 推论 得 证 ， 而 
实际 上 ,RR 一 S-144A'(S-1):=S-182(S-):=S(S-!1)'=S8-!=1. 
这 是 因为 对 称 矩 阵 夕 有 性 质 (S -7 一 S 

推论 3 设 4 是 任意 实 对 称 和 矩阵， 妃 是 任意 正定 ( 实 ) 对 称 拢 
阵 , 那么 存在 一 个 实 非 奇 措 和 矩阵 忆 使 得 P4P- 和 PPBP- 同时 为 
对 角 矩 阵 ， 

我 们 把 这 个 推论 的 证 明 留 作 习 题 . 求 满足 4 一 4B56 的 一 
组 矢量 与 , 称 为 广义 特征 矢量 问题 , 它 的 解 在 振动 理论 中 起 着 基本 
作用 . 

习 题 

1， 考 忠实 二 次 型 qx? 十 20xy 十 CY. 

(a) 证 明 ， 在 正 交 变换 下 a 十 c 和 5? 一 ac 是 不 变量 ， 

(b) 设 otg2c= 一 六 ,证 明 : 这 个 二 次 型 可 以 通过 正 交 变换 


F Ft = 
Tw 00SC 一 站 Sina, 


y=7x sinay cosa 
化 成 对 角 型 . 
2， 证 明 : 每 个 实 斜 对 称 矩 阵 4 具有 形式 4 一 P-1BP， 其 中 己 是 正 交 所 
阵 , B? 是 对 角 和 矩阵 . 
3， 按 照 已 给 出 的 方法 , 通过 正 交 变换 把 下 列 二 次 型 化 为 对 角 型 : 
(a) 5x2— 67xYy+5Yy2, 
(b) x2 4 3 ry — 2 
4， 把 正 交 变换 
371=291— Y2 2Y,, 
7? 一 一 护 十 2g2 十 Za， 
373 一 2 纺 十 282 一 33 
。 360。 


作用 到 二 次 型 9zli 一 92 十 18zs 上 , 其 结果 咏 是 妨 , 2 9g 的 二 次 型 , 直接 证 明 : 


矢量 ( 卫 ， 瑟 ， 一 地) 给 出 8 在 组 十 办 十 六 =1 上 的 最 大 值 为 18， 用 微 积分 


中 的 方法 来 检验 ， 
5， 在 单位 圆 x 二 cos0, y= 二 sin8 上 竹 虑 二 次 型 gx? 十 2bxy 十 Cy， 证 明 它 
的 极 值 是 (参看 习题 1): 


(ga+e) tvV (ae 十 c)2 一 4A A=ac—b? 
» 4 


6， 证明; 找 不 到 含有 有 理 元 素 的 正 交 和 矩阵 , 把 xy 化 为 对 角 型 . 

7， 保 持 在 十 如 十 1%; 一 Xi 不 变 的 线性 变换 称 为 罗 伦 族 (Lorentz) 变换 . 
三明: 和 气 阵 尸 定义 一 个 罗 伦 兹 变换 当 且 仅 当 也 -! 一 SPrS=SPrS-1 其 中 二 
征 个 尾 殊 的 对 角 扼 阵 , 其 对 角 线 元 素 为 1,1, 1, 一 1 

38. (a) 证 明 : 如 采 4=SBE, 其 中 态 是 对 称 和 矩阵 , 灵 是 正 交 和 矩阵, 那么 5 
一 444r. 

“(b) 证 明 : 只 存在 一 个 正定 矩阵 5, 它 满足 3S: 一 44*， (提示 : 5? 的 任 
蕊 特征 矢量 一 定 是 5 的 一 个 特征 和 失 量 ,) 

“9. 证 明定 理 21 的 推论 5. (提示 : 把 对 4X" 看 作 具 有 内 积 卫 BXT 的 
欧 儿 里 得 矢量 空间 的 二 次 函数 , 再 根据 定理 20, 把 B 写 成 B=PP".) 


$ 9. 11 仿 射 群 和 欧 几 里 得 群 之 下 的 二 次 型 


下 面 考 虑 含有 坐标 mw，…，zn 的 矢量 < 的 任意 非 齐 次 二 次 函 
数 


HO)= > varit Sbwte (ti, j,k=1, ,nn). (37) 
t 3 . 


这 可 以 写成 寺 E) = 和 4X 十 BX 十 c， 其 中 4= (a;;) 是 对 称 和 矩阵 ， 
B= (51，…，5b,) 是 行 算 阵 .在 单 变量 函数 =ax? 十 bz 十 c 的 简单 
情形 中 ,我 们 看 出 , 平移 x 二 y+ 使 二 次 项 系数 a 保持 不 变 , 这 是 
因为 
f=a(y+h)’+b(y+h) +e 
=0ay++ (2ak -+b) y+-ak -bre. (38) 
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对 个 变量 的 情形 做 类 似 的 计算 ， 平 移 卫 一 > 了 一 XX 一 K(K 是 行 
矩阵 ) 给 出 
(一 T+-K)IACTTEKR)' FBO- EK)'e 
—YAY' +-AKAY -TAK'--KAK'--BY'+BK'+C. 
因为 乘积 了 AK"( 行 从 阵 x 和 矩阵 x 列 和 矩 降 ) 是 一 个 标量 ,所 以 它 竺 于 
它 的 转 置 K4' 了 "一 KA4Y", 总 起 来 有 
f(E)=YAY' + (2K A B)Y' + KAK'+BEKR'+ Cc. (39) 
这 确实 与 公式 (38) 类 似 ， 这 就 证 明了 
引 理 平胸 使 二 次 函数 了 (E) 的 齐 次 二 次 项 部 分 对 应 的 矩阵 4 
保持 不 变 . 
另 一 方面 ， 齐 次 线性 变换 了 = 了 YP 把 (8) 变 到 了 (PAP')Y 
二 (BPD)Y'-+c， 在 这 个 二 次 函数 中 , 二 次 项 的 新 矩阵 是 PA4P", 这 
恰好 同 单独 是 齐 次 二 次 型 的 变换 情形 一 样 . 
现在 通过 具有 方程 了 = 了 P+ 玉 (P 是 正 交 和 矩阵) 的 刚体 运动 
来 化 简 实 函数 J(&)， 根 据 上 述说 明 ， 只 是 了 所 对 应 的 正 交 变换 可 
以 化 简 二 次 项 的 矩阵 4， 确切 地 说 ， 是 齐 次 二 次 型 对 应 的 矩阵 4. 
象 在 $ 9.10 中 那样 ,我们 得 到 (用 新 的 系数 5') 
f(E)=AN12f 十 Ara 十 B21 十 … 十 Dnzn 十 6. 
同 非 零 的 4 相 联系 的 5;， 现 在 可 以 通过 简单 的 “配方 ” 法 用 平移 - 
人 5 = 4 十 荔 - 消 去 我们 把 变量 置换 一 下 ,使 得 非 零 的 和 项 孝 移 到 
前 面 , 于 是 我 们 得 到 / | 
f(E)=A9 + bs 
如 果 这 个 函数 的 线性 部 分 不 正好 是 常数 c'， 那 么 可 以 通过 适当 的 
平移 和 正 交 变换 ， 象 在 定理 13 中 那样 ， 化 为 ay,41 的 形式 ， 这 个 
变换 并 不 影响 前 7 个 变量 最 后 结果 是 下 面 形 式 中 的 一 种 
1(2)=A9 ot dg ~ dy,+1, (40) 
* IO2 。 


f (£6) 王石 儿 十 …… 十 4rgr 十 5 (41) 
这 里 外 宇 4, 宇 … 守 4,, 所 有 4; 都 不 为 零 , 4 二 0. 

定理 22 在 所 有 刚体 运动 的 欧 几 里 得 群 之 下 , 住 意 实 二 次 型 
(37) 等 价 于 (40) 或 (41) 式 中 的 一 种 . 

这 些 简 化 形式 确实 是 实 二 次 型 在 欧 儿 里 得 群 之 下 的 标准 型 ， 
旦 是 证 明 比 较 困 难 , 只 概括 叙述 如 下 . 

这 些 4; 是 (37) 式 相对 应 的 矩阵 4 的 全 部 特征 值 ( 见 § 9.10); 
它们 的 唯一 性 (包括 重 数 ) 将 在 810.4 中 证 明 特别 是 《40) 吏 
(41) 式 中 的 平方 项 个 数 7 是 一 个 不 变量 ; 注意 , 7 也 是 4 的 秩 , 它 
在 变换 4 一 >PAP" 之 下 是 不 变 的 。 利 用 微 积 分 ， 可 以 对 不 变量 4 
和 c 作 更 为 简单 的 直观 描述 ， 我 们 考虑 使 得 矢量 

3 3 
征 雪 和 天 量 的 轨迹 ， 在 (41) 式 的 情 训 下， 这 个 轨迹 是 子 空 间 扩 王 … 
yy 二 0， 而 Cc 在 了 (s) 在 这 个 (不 变 ) 轨 迹 上 的 第 数值 ， 在 (40) 式 


的 情况 下 , 这 个 轨迹 是 空 的 ， 因为 3 一 4 二 0; 而 d 可 以 表征 为 


gradf 1 的 最 小 值 ; 还 可 以 证 明 ,， 这 个 最 小 值 在 欧 几 里 得 群 之 下 是 
不 变量 

对 于 仿 射 变换 邓 = 了 YP 十 有 (其 中 了 是 非 奇异 的 ), 可 以 采用 类 
伺 的 处 理 方 法 ， 在 化 简 二 次 项 部 分 为 对 角 型 时 ， 象 在 8$ 9.9 那样 ， 
所 有 系数 都 是 士 1， 而 线性 部 分 可 家 $ 9.6 中 那样 去 处 理 . 

定理 23 nn 个 交 量 的 任意 实 二 次 函数 可 以 通过 仿 射 奖 换 ( 或 
者 通过 坐标 仿 射 变换 ) 化 为 下 面 形式 中 的 一 种 . 

Ht + (rn), (42) 


yt ys Yo YY (7 一 0) (43) 


因为 平移 不 影响 二 次 项 ， 所 以 根据 惯性 律 (定理 17)， 秩 7 和 
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正 项 个 数 力 一定 是 不 变量 . 

从 几何 观点 来 看 , 每 个 二 次 函数 f(£) 二 了 4X' 十 BX' 十 6 定义 
一 个 图 形 或 轨迹 ， 它 是 由 满足 方程 J(&)=0 的 所 有 矢量 4 组 成 
在 二 维 空 间 中 ， 根 据 这 类 二 次 方程 画 得 的 图 形 就 是 普通 的 二 次 曲 
线 ; 在 三 维 空 间 中 , 它 是 二 次 曲面 ; 在 一 般 情形 中 , 它 称 为 超 二 次 曲 
面 (或 者 二 次 超 曲面 )， 一 个 仿 射 变换 了 = 了 PK 作用 于 这 个 曲 
面 的 方程 也 就 相当 于 把 同一 个 变换 作用 到 图 形 的 全 部 点 上 ， 并 且 
我 们 称 新 的 图 形 在 给 定 的 仿 射 变换 之 下 等 价 于 老 的 图 形 , 

显然 ， 上 述 的 在 等 价 之 下 二 次 图 数 分 类 的 结论 将 给 出 对 应 图 
形 的 一 个 类 似 的 分 类 ， 然 而 , 我 们 首先 看 出 , 方程 1(5)=0 与 同一 
方程 的 ^ 数 乘 ? 积 ef(&)=0 给 出 同样 的 轨迹 ， 这 可 以 用 来 简化 标 
准 型 , 例如 上 面 求 得 的 巡 一 好 十 ec=0.， 当 ec 尖 0 有 时， 这 个 方程 给 出 
的 轨迹 同 (c-9) 好 一 (c-0 玫 十 1=0 给 出 的 思 迹 一 样 ; 当 c 一 0 时 ， 
通过 仿 射 变换 妨 =A/ ec zu 四 =、A ez 可 以 把 它 化 为 于 一 中 十 1 
一 0, 而 对 于 co 一 0, 变换 外 = /一 5z; 给 出 类 似 的 结果 如 一 对 十 1 
一 0， 一 般 地 , 用 这 个 方法 总 可 以 把 (43) 式 中 出 现 的 常数 变 为 1 或 
0， 所 以 在 实数 域 上 的 % 维 矢量 空 间 中 , 任意 超 二 次 曲面 在 仿 射 群 
之 下 等 价 于 下 面 方程 中 的 一 个 所 给 出 的 轨迹 : 


十 1 二 0， (44) 
yt ys Yi y+ = 0, (45) 
typ， (46) 


这 里 0 志 7 达 rn, 在 (45) 的 情形 中 > 一 
在 (44) 式 中 , 不 同 的 二 次 型 表示 仿 射 不 等 价 的 轨迹 , 而 在 (45) 
式 中 ， 变 换 yy 和 > 一 gr+i 把 和 ?一 8 互 换 ， 于 是 变换 后 的 二 次 
型 与 原来 的 等 价 . 
例如 , 平面 上 满足 7 汪 0 的 各 种 可 能 类 型 的 轨迹 是 : 
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7 一 2 
2 十 8 十 1=0 没有 轨迹 
ww 一 总 十 1 二 0 双人 坦 线 
一 好 一 扩 十 1 一 0 加 
士 (Z 十 9 一 0 一 凡 
T= 两 条 相交 的 直线 
+r 二 1 
士 %? 十 y 二 0 ”抛物 线 
Ww 十 1 二 0 没有 轨迹 
一 十 1] 二 0 ”两 条 平行 的 直线 
2 一 0 一 条 直线 
特别 要 注意 ， 不 同 的 标准 函数 吧 十 色 十 1 和 到 十 1 给 出 相同 网 轨 
迹 ( 即 ， 这 个 图 形 一 个 点 也 没有 )， 还 有 标准 冰 数 十 六 和 
一 避 一 ,Ww2 十 yg 和 一 22 十 y 也 是 这 样 ， 
习 题 
1。 在 欧 儿 里 得 群 之 下 , 将 直列 二 次 型 分 类 ; 
(a) 473 十 482 十 838 十 8， 
(b) 9z2 一 4zg 十 692 十 3z2 -上 2 57 十 4 5y+12z2-+16. 
2， 在 仿 射 群 之 下 , 将 下 列 二 次 型 分 类 
(a) 2 十 482 十 922 十 4728 十 622 十 J282 十 82 十 1678 十 242 十 19， 
(b) 入 一 6zg 十 1082 十 2z2 一 20z2 一 1032 一 402 一 17， 
(C) 2 十 422 十 472 十 42 二 42 一 68 十 6 
(d) 一 222 一 3 扫 一 732 十 278 一 8 一 622 一 47 一 6 一 14z 一 6， 
3 证明: 在 二 次 函数 X4X* 十 BXr 十 c (其 中 4 是 非 奇 异 第 阵 ) 中 的 线 
性 部 分 可 以 通过 平移 消去 ， 
4， (4a) 证 明 : 非 平 几 实 二 次 方程 XX4X7" 二 1 是 一 个 旋转 曲面 当 且 仅 当 
4 具有 二 重 竺 征 值 . 
(b)》 描述 二 次 方程 zy 十 yz 十 zz 二 3. 
e 365 。 


5. 把 定理 23 中 给 出 的 二 次 函数 的 仿 射 分 类 推广 到 系数 在 任意 满足 1 
十 1 六 0 的 域 中 的 国 数 上 . 

6，(a) 列 出 三 维 空间 中 二 次 有 昌 面 的 各 种 可 能 的 仿 射 类 型 . 

(b) 对 每 -类 型 给 出 简短 的 几何 瓜 述 . 

7， 在 广义 相似 群 (§ 9. 4 末尾 ) 之 下 , 按 (a) 椭 圆 , (b) 抛物 线 ，(c) 双 邮 线 
进行 分 类 ， 对 每 种 情形 求 出 全 系 不 变量 ， 

*8， 在 刚体 运动 群 之 下 , 对 % 维 欧 几 里 得 空间 中 的 二 次 超 曲 面 进行 分 类 
(利用 定理 22). 

9. 求 在 椭 图 z2? 十 3 匀 王 3 中 国 积 最 大 的 内 接 六 边 形 ， 


~* § 9.12 西 矩 阵 与 埃 尔 米 特 矩阵 
对 于 复数 的 情况 ， 实 二 次 型 的 正 交 变换 是 用 某 个 埃 尔 米 特 型 
的 西 变换 来 代替 ， 一 个 复数 c 二 qa 十 i 定义 为 实数 对 (a,5)， 或 定 
义 为 二 维和 天 量 空间 R* 中 县 有 分 量 (a, 0) 的 矢量 ， 复 数 的 模 或 绝对 
值 , | 正好 是 实 天 量 的 长 度 
el 一 1 十 启 | 一 o2 十 到 一 (十 记 ) (一 让) = cos， (47) 
这 里 o 表示 的 复 共 罗 ac 一 ?8 同样 道理 ， 具 有 2 个 复 分 量 
(c1, Cn) 其 中 每 个 分 量 oj 一 国士 2 站 的 矢量 ?可 以 看 作 27 维 
实 空 间 中 的 具有 2 个 分 量 (q1,91,…, a, po) 的 矢量 ， 这 个 实 矢量 
的 长 度 由 正式 的 平方 根 给 出 
| cb pc 二 (cl 二 好) 十 一 (aas 十 bn) 


J 
1 
人 


= > (oj 十 1 (a;— ib)) (48) 
j=l 


二 C1C7 十 bi 十 CC 


因为 每 个 乘积 cjc7 三 呈 十 乓 之 0， 所 以 这 个 表达 式 具 有 严格 的 正 
性 : 这 个 实数 和 >_cjc* 是 正 的 ， 除 非 所 有 的 ce; 二 0， 表 达 式 (48) 
JJ 一 ] 


很 家 通常 的 关于 实 矢量 长 度 的 毕 达 哥 拉 斯 公式 ， 我 们 用 (48) 式 作 
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为 复 行 矢量 下 = (01,…,6w) 长 度 的 定义 ， 公 式 于 cjo# 可 以 写成 矩 
阵 形式 KK*, 其 中 有 K* 是 由 矢量 的 每 个 分 量 取 共 罗 而 得 到 的 关 


4. 


= 


明 ， 
定义 ”在 复 入 量 空 间 C" 中 , 设 和 7 是 具有 坐标 刁 二 (wi,…， 
2 ) 和 Y= (1, “"", fn) 的 矢量 ， 并 3 | 进 内 积 
(8,0) vy wy = XY*", (49) 


那么 ,& 的 长 度 是 |E| 二 (8, 7， 
加 普通 内 积 的 情 训 几乎 一 样 ， 我 们 可 以 证 明 这 个 内 积 且 有 基 
本 性 质 加 
线 性  : (cs+dn,6)=c(s,6) +d(n, 5)， 
作对 称 性 (é, 11) = (7, 5) 
正 性 ”如果 E 天 0, 则 (5, 刀 是 实数 ,并 且 (&, 5) 二 0. 


由 斜 对 称 性 显然 可 推出 第 二 个 因子 的 针线 性 : 
(EC1I 十 人 ee) 一 (CI 十 0 £) CT) 十 @ (cE)* 
一 cx(E7) 十 dx (5)， 
所以 
(5 en tdE) 一 cx (人 十 dry (有 E)， (50) 


如 采 需 要 的 话 , 我 们 可 以 把 线性 、 斜 对 称 性 和 正 性 这 些 性 质 作 为 复 
数 域 上 抽象 矢量 空间 中 内 积 仁 , 力 的 公设 ， 那 么 这 个 空间 被 称 为 
空间 (比较 $ 7.10 的 欧 几 里 得 矢量 空间 ). 

两 个 和 拓 量 & 和 如果 满足 (8,7) = 二 0, 则 称 它 们 是 正 交 的 ( 记 作 
Lm). 根据 斜 对 称 性 , 65.17 可 推出 7 上 E 2 维 复 矢量 空间 中 一 组 
(2 修 ) 天 量 Ql,…, Qs, 如 果 每 个 矢量 的 长 度 为 1, 且 任 意 两 个 矢量 
在 正 区 的 : 

| 一， (gi, %;)=0 (0 寺 J) (51) 
则 称 这 % 个 矢量 是 这 个 空间 的 标准 酝 基 ， 这 样 一 组 矢量 一 定 是 普 
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通 意 义 下 的 基底 ， 原 来 的 基 矢 量 21= (1,0,…, 0),…, en 二 (0, …， 
0, 1) 构 成 一 组 标准 西 基 . 根据 §7.11 的 方法 ， 我 们 还 可 以 构造 态 
外 的 标准 西 基 , 并 可 证 明 

定理 24 在 西 空间 中 ， 任 意 m( 二 nn) 个 长 度 为 1 的 相互 正 交 
的 关 量 构成 这 个 空间 标准 西 基 的 一 部 分 . 


特别 是 , 如 果 ai, …; am 是 非 零 正 交 矢 量 ，c; 一 $1, 那么 对 


(Qi, ai) 
任意 5,Qm+t1 二 5 一 0191 一 … 一 Cmam 都 同 矢量 al, ,an 正 交 . 
一 个 nxn 复 矩阵 品 = (wi)), 如 果 满 足 U0**=T( 其 中 U0 表示 
由 己 的 每 个 元 素 取 共 斩 而 得 到 的 矩阵 ), 则 称 忆 为 下 矩阵， 这 个 条 


件 显 然 等 价 于 >_wisw 六 二 6i;, 这 里 6 是 克 罗 内 克 尔 符号 ( 8 9.4)， 


换 句 话说 ,D 的 每 一 行 矢量 的 长 度 为 1,0 的 任意 两 个 行 矢量 正 交 . 
这 意味 着 , 由 如 定义 的 Cr 的 线性 变换 把 e1, …, en 变换 到 一 组 标 
准 西 基 ， 根 据 § 8.6 定理 9 的 推论 6， 它 还 等 价 于 信件 U* 吕 =7 
这 表明 口 的 每 一 列 矢量 的 长 度 为 1,0 的 任意 两 个 列 矢量 正 交 . 
C" 的 任意 线性 变换 Xr 一 >X4 把 内 积 XY*" 变换 成 X44*'Y*. 
对 所 有 的 矢量 了 和 了 ， 这 个 新 的 内 积 等 于 原来 的 内 积 XY*"= 
XIY*" 当 且 仅 当 44*"=7, 即 当 且 仅 当 4 是 本 矩阵 ， 于 是 , 一 个 逢 
阵 4 是 本 矩阵 当 且 仅 当 4 所 对 应 的 线性 变换 Ts 保持 复 内 积 XY* 
不 变 ， 类 似 的 论证 指出 ，4 是 酉 矩阵 当 且 仅 当 T4 保 持 长 度 


(XX*")? 不 变 ， 几 何 上 , 如 果 西 空间 的 线性 变换 保持 长 度 不 变 
|sT| 二 |&| (因而 也 保持 内 积 不 变 ), 那么 称 T 为 百 变换 维 空间 
的 所 有 西 变换 组 成 的 集合 构成 一 个 群 , 这 个 群 与 所 有 %xn 西 矩 阵 
组 成 的 群 同 构 

下 面 ， 我 们 用 *“ 挨 尔 米 特 型 来 代替 二 次 型 ， 它 的 最 简单 的 例 
子 是 长 度 公式 二 ;of， 一 般 地 ， 埃 尔 米 特 型 是 一 个 含有 复 系数 
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Li; 的 表达 式 


Si ihr XHX* H= (hk;;), (52) 
Ts 
其 中 系数 矩阵 万 具有 性 质 五 ** 一 囊 ， 这 种 类 型 的 矩阵 瓦 称 为 埃 尔 
米 圣 矩 放 、 当 元 素 &; 都 是 实数 时 ， 埃 尔 米 特 矩 阵 就 是 对 称 算 阵 . 
埃 尔 米 特 型 (52) 可 以 看 作对 于 某 基 底 的 坐标 为 z1,…, x, 的 矢量 
的 函数 及 (E) 二 对 HX*"， 这 个 函数 的 值 XHX*' 总 是 实数 .为 证 
明 这 一 结论 , 只 须 证 明 这 个 数值 等 于 它 的 共 力 (或 者 证 明 等 于 它 的 
共 轿 转 置 )， 而 因为 五 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 , 所 以 有 
(XHR*') +*r (X*H*X**) "= RH**"— HX 
满足 断言 . 
西 变 换 了 二 XU0， 久 =YU-!1=YU*: 应 用 到 埃 尔 米 特 型 , 得 到 
XHX*=(FTU I)H(YU*)*—YU-IH((UY*:') 
—YF(U-!IHU)Y*:. 
这 个 系数 矩阵 U-1HU 还 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 ， 这 因为 由 于 U0-!=U*"， 
有 
(U-IHU)*r =U*r H+ (U1)*" U0-1HU. 
如 果 我 们 用 坐标 变换 ， 变 换 到 一 个 新 的 标准 西 坐标 系 ， 那 么 可 以 
得 到 同样 的 效果 ， 因 为 这 样 的 变换 通过 方程 了 = XI (其 中 UU 是 西 
矩阵 ) 给 出 二 的 新 坐标 了 与 老 坐标 的 关系 
用 这 种 变换 的 说 法 ， 我 们 可 以 把 任意 埃 尔 米 特 型 变换 到 主轴 
上 .这 个 新 主轴 是 根据 逐次 最 大 的 性 质 而 选取 的 ， 这 恰好 同 二 次 
型 在 正 交 变 换 下 化 到 主轴 的 讨论 一 样 . 第 一 轴 &i 取 作 长 度 为 1 的 
矢量 , 并 使 (5) 在 |E| 二 1 上 取 最 大 值 ; 然后 我 们 根据 定理 24 可 以 
求 出 包含 xi 在 内 的 标准 西 基 ,， 对 于 这 组 基底 ， 交 又 乘积 项 zz# 
(J 站]) 又 被 去 掉 ， 因 为 埃 尔 米 特 型 的 值 总 是 实 的 ， 所 以 逐次 最 大 
值 4; 都 是 实数 ， 这 一 过 程 证 明了 下 面 的 主轴 定理 . 
°° 369 。 


定理 25 任意 埃 尔 米 特 型 了 HX*' 可 以 通过 西 变换 了 二 XU 
化 成 实 对 角 型 
YHY™Y =A yy Aoy2y? TAY ny (53) 
这 个 定理 可 以 平移 到 埃 尔 米 特 型 的 矩阵 五 上 , 即 
定理 26 对 于 每 个 埃 尔 米 特 矩阵 豆 ， 丰 在 一 个 本 矩阵 7， 使 
得 DIEBU=VrxcU 是 实 对 角 和 矩阵 . 
用 第 十 并 的 方法 还 可 证 明 (53) 式 的 系数 4; 是 唯一 的 . 


习 题 
1. 下列 矩阵 中 哪些 是 西 矩 阵 ? 哪些 是 埃 尔 米 特 矩阵 ? 
l-+-; 1T 一 1; 3 1 一 ，; 1 和 
2 2 
1-i 1+2] 加 
2 2 1+i M2 i 1 
2. 求 与 (二 5 3) 正 交 的 矢量 组 成 的 子 空间 的 一 组 标准 西 基 . 


3 证明: (8;) 是 埃 尔 米 特 和 矩阵 当 且 仪 当 对 所 有 的 i 了》 有 hi = 二 名 i 


4， 证 明 ， 和 如 果 名 是 n 次 本 原单 位 根 , 那么 1 了 (@ 中 (ij 二 1,，…, n) 是 
西伯 阵 . 
5， 证明 : 对 任意 实数 和 复 和 矩阵 
ch 0 
一 fshO chd 
是 西 矩 阵 ， 计 算 它 的 特征 值 和 特征 舌 量 . 
8， 证明: 所 有 wwX% 本 人 算 阵 构成 一 个 群 ( 西 群 ), 这 个 群 与 所 有 2%X 2 
实 正 交 算 阵 组 成 的 群 的 -个 子 群 同 构 . 
7?， 证明: 虚 尔 米 竺 内 积 (5 77) 满足 线性 、 斜 对 称 性 和 正 性 . 
8.， 详细 证 明 关 于 标准 西 基 的 定理 24. 
9。 证 明 : 一 个 单项 矩阵 是 酉 和 撼 阵 当 且 仅 当 它 的 所 有 非 零 元 素 的 绝对 值 
是 工 
10.、 对 于 两 个 变量 的 埃 尔 米 畦 型 , 它 在 z= 二 0, y= 二 1 点 处 到 最 大 值 , 证 明 
类 似 于 $ 9. 105| 理 的 结果 . (提示 : 把 每 个 变量 分 成 实 部 和 虚 部 . ) 
。370 。. 


*11， 给 出 挨 尔 米 特 型 主轴 定理 的 详细 证 明 . 

12， 通过 关于 xz 和 3 的 本 变换 ， 把 埃 尔 米 竺 型 zy* 十 x*Y 化 成 对 角 型 . 
(提示 ， 考 虑 相应 的 实 二 次 型 ) 

13。 在 西 群 之 下 , 把 zz 一 2ww* 十 2i (zw* 一 多 zs*) 化 成 对 角 型 . 

14. 证 明 : 任意 实 斜 对 称 和 矩阵 4 具有 一 组 由 复 特 征 矢 量 组 成 的 基底 , 这 
些 特 征 矢 量 对 应 的 特征 值 都 是 纯 虑 数 ， (提示 ， 证 明 i4 是 埃 尔 米 特 矩 阵 . ) 

15， 证 明 : 任 章 本 矩阵 的 谱 位 于 复 平面 的 单位 圆 上 。 

16. 证 明 : 复 矩 阵 C 是 正定 的 埃 尔 米 特 什 阵 当 且 仅 当 0C=PP*", 其 中 
已 是 某 非 奇异 矩阵 . 

17. 证 明 : 埃 尔 米 特 矩阵 是 正定 的 当 且 仅 当 它 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 . 


*“8$9.13 仿 射 几何 

仿 射 几 何 是 研究 在 仿 射 群 之 下 图 形 不 变 的 性 质 . 正如 欧 几 里 
得 几何 是 研究 在 欧 几 里 得 群 之 下 图 形 不 变 的 性 质 一 样 ， 作 用 在 有 
限 维 天 量 空 间 V 上 的 仿 射 群 , 象 (11) 式 那样 ,是 由 下 的 所 有 把 六 的 
所 (或 矢量 )E 变 到 点 四 
SsH=n=éT-+-k (54) 
的 变换 到 组 成 的 , 这 里 < 是 一 固定 矢量 , 了 是 了 的 一 固定 非 奇 异 线 
性 变换 ， 我 们 假定 了 是 域 丸 上 的 矢量 空间 ， 基 中 域 下 满 足 条 件 
1 十 1 于 0( 例 如 了 不 是 域 Z,). 

在 仿 射 几何 中 ,正如 在 欧 几 里 得 几何 中 一 样 ， 任意 两 个 点 a 和 
及 是 等 价 的 ,这 因为 平移 站 一 > 上 十 (8 一 0) 把 % 变 到 8， 这 就 把 仿 
射 几何 与 亚 的 矢量 几何 (在 全 线性 群 之 下 ) 区 别 开 来 ， 在 仿 射 几何 
中 原点 0 起 着 下 中 零 矢量 0 的 特殊 作用 . 当 考 虑 在 仿 射 群 之 下 保 
持 不 要 的 性 质 时 , 我 们 通常 把 矢量 空间 称 作 仿 射 空间 ， 

在 平面 解 术 几何 中 ， 联 结 两 点 (zu ygD 和 (xo, gz) 的 直线 的 方 
程 征 


yy = 一 Z1)，22 夫 21。 
光 2 一 


* 37 了 。 


引入 参数 一 二 一 人 一 2 则 我 们 得 到 y= 十 (yz 一 总 )，X 二 wi 十 


t (Xs— 1); 所 各 说 这 直线 具有 参数 方程 

X= (1—t rtr, y= (1—t) y+ ty, (55) 
它 可 以 写成 矢量 形式 (2z, 四 二 5 二 (1 一 和 1 十 tz， 几何 上 ，(55) 的 
所 (zz, 幼 征 把 (425 91) 和 (wo,92) 两 反之 间 的 线段 分 成 比例 为 1 (1 一 


4) 的 点 . 当 1 一 却 , 这 个 点 就 是 中 点 . 


在 任意 仿 射 空间 中 , 把 a 和 AB 之 间 的 “线段 ”分 成 比例 为 纪 

(1 一 ) 的 点 定义 为 
v=(1—ti)attph. (56) 

当 g 才 Bp， 联 结 a 和 BP 的 ( 仿 射 ) 直 线 wp 定义 为 满足 (56) 式 (1 EF) 
的 所 有 点 ”组 成 的 集合 . 

定理 27 任意 非 奇 异 仿 射 变换 把 直线 变 到 直线 ， 

证 明 把 (56) 代 入 (54) 中 ,我 们 有 

vH=yT+xk=(1—t)aT+thT+r 
=(1—t)(aT Hk) ti(BT-Kk) 
(1—{)(aB)+tpBH). 

因此 五 把 通过 a 和 PB 的 仿 射 直线 a6 变 到 通过 aH 和 BH 的 仿 射 
直线 . 证 毕 

如 果 p==(1 一 上 a+tB 和 6= (1 一 w)a+uB 是 ag6 上 任意 两 个 
不 同 的 点 ， 那 么 因为 

(1—v)y+v0=(1—t+vt—vu)at(t—ovtivu)p 

所 以 ab 包含 ?6 的 每 个 点 。 反 过 来 也 可 以 类 似 地 证 明 ?6 包含 a 
的 每 个 点 , 因此 gp =?6， 也 就 是 说 ， 直 线 可 用 它 上 面 的 任意 两 点 
确定 ， 

一 个 普通 平面 有 时 可 用 平 直 性 质 来 表征 ， 平面 如 果 包 含 任 间 
es。 372。 


两 点 ， 则 它 必 包含 通过 这 两 点 的 整个 直线 。 我们 可 以 用 这 种 性 质 
把 的 仿 射 子 空间 定义 为 VF 中 具有 下 面 性 质 的 任意 子 集合 以 : 如 
果 & 和 6 在 以 中 , 则 整个 直线 ga6 也 在 以 中 .显然 , 仿 射 变换 把 仿 射 
子 空 间 映 上 到 仿 射 子 空间 .更 进一步 ,了 的 仿 射 子 空间 恰恰 是 按 
下 述 意 义 平移 站 的 矢量 子 空间 而 得 到 的 一 个 子 空间 . 

定理 28 如 果 形 是 下 的 任意 仿 射 子 空间 ， 那 么 存在 下 的 一 个 
线 性 子 空 间 启 和 矢量 ki, 使 得 开 是 由 所 有 点 上 二 KK 组 成 , 其 中 < 
反 过 来 ， 任 意 局 和 KK 可 以 按 这 种 方法 确定 一 个 仿 射 子 空 间 开 = 
心 十 K。 

证 明 设 x 是 歼 中 任意 一 点 , 并 定义 S 是 所 有 矢量 a 一 k 组 成 
的 集合 (其 中 a€ 寻 ); 换 句 话说 , S 是 按 一 k 平移 人 而 得 到 的 显 
然 , 天 具有 所 要 求 的 按 心 和 表达 的 形式 ， 剩 下 只 顷 下 明 心 是 一 
小 矢量 子 空 间 .， 因为 百 线 平移 到 直线 ， 所 以 对 于 下 的 假设 保证 入 
也 有 同样 的 性 质 ， 联 结 态 的 任意 两 个 和 失 量 的 直线 仍 在 S 中 。 对 于 
S 中 任意 矢量 &, 联结 O(€5) 和 a 的 直线 在 5S 中 ,因此 包含 所 有 
“ 数 乘 ” 积 ca. 如 果 人 包含 a 和， 那么 它 必 包 含 2% 和 2B 以 及 
联结 它们 的 整个 直线 上 =2c 十 1(28 一 2a)，( 画 一 个 图 !) 特别 当 


1 二 二 时 ， 全 包含 5 一 24 十 (B 一 a) 一 P+a， 也 就 是 包含 给 定 矢量 的 


和 。 于是, 我 们 束 证 明 防 在 加 闪 和 数 乘 运 算 之 下 是 封闭 的 , 因此 
蕊 是 天 量子 空间 , 满足 要 求 . 证 年 

二 Z2 的 情形 是 个 例外 : 三 个 矢量 组 (0, 0), (1, 0) 和 (0, 1) 是 
一 个 “平面 ", 当 它 包含 任意 两 点 4% 和 BB， 就 必 包 含 所 有 (1 一 衣 a 十 
0; 但 是 这 三 矢量 组 并 不 是 一 个 仿 射 子 空间 . 

蓝 定 理 也 不 难 证 明 . 它 换 种 说 法 就 是 ， 仿 射 子 空间 正好 是 在 
矢量 加 法 知之 下 天 量子 空间 的 陪 集 .。 特别 是 ， 仿 射 直线 是 一 维 矢 
量子 空间 的 陪 集 (在 平移 之 下 ). 
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上 述 结 果 包 含 着 仿 射 几何 中 另 一 个 概念 : 平行 性 . 

定义 仿 射 空间 严 的 两 个 子 集合 启 和 癌 称 为 是 平行 的 当 且 
仅 当 存在 下 的 一 个 平移 也 . EHF 一 >E 十 人 把 六 上 映 上 到 心 - 

定理 29 下 的 任意 仿 射 变换 把 平行 集合 映射 到 平行 集合 ， 

证 明 设 心 和 4 =4+T4 是 给 定 的 平行 集合 , 设 忆 和” 分 别 
是 它们 在 及 :EH 一 >ET 十 k 之 下 的 变换 式 . 定理 断言 , Z* 是 由 所 有 
< 十 上 组 成 的 集合 ， 其 中 EEC, 4 是 某 一 国定 的 平移 矢量 .根据 定 
义 , U* 是 由 所 有 (ogo 十 4)T 十 k= 二 (oT 十 kK) 十 2 组 成 的 集合 ， 闪 中 
oE€S. 并 且 U 是 由 所 有 EE=oT+k 组 成 的 集合 , 其 中 oE€S. 置 4= 
47, 显然 定理 的 结论 成 立 . : : 证 毕 

关于 在 仿 射 群 ( 实 数 域 R 上 ) 之 下 的 等 价 性 在 初等 几何 上 有 很 
多 有 趣 的 应 用 ， 在 仿 射 群 之 下 ， 任 意 两 个 三 角形 是 等 价 的 .为 了 
证 明 这 一 点 ， 只 须 证 明 任意 三 角 
形 wp 等 价 于 以 0==(0,0), B= 
(2, 0), po 二 (1, /3 ) 为 顶点 的 特 
殊 的 等 边 三 角形 ( 见 图 2). 通过 平 
移 , 顶点 4 可 以 移动 到 原点 O, 其 
他 两 顶点 移 到 位 置 B 和 YY'. 因为 
大量 和 ? 是 线性 无 关 的 , 则 存 
在 一 个 线性 变换 zp 十 g 上 一 >2Zp。 
二 yyo, 它 把 B' 变 到 po, 把» 变 
到 ” 这 个 变换 与 平移 的 乘积 将 
把 wp? 变 到 0pBoyo， 正 如 所 求 . 
因此 这 两 个 三 角形 是 等 价 的 ， 图 2 

于 是 每 个 三 角形 等 价 于 一 个 等 边 三 角形 ， 而 等 边 三 角形 的 三 
条 中 线 根 据 对 称 性 它们 一 定 交 于 一 点 ( 即 重 心 )， 但 是 ， 仿 射 变换 
把 中 点 变 到 中 点 ， 因 此 它 把 中 线 变 到 中 线 ， 这 就 证 明了 一 个 初等 
»374， 


定理 : 任意 三 角形 三 中 线 交 于 一 点 。 再 有 ， 我 们 可 以 很 容易 地 证 
明 , 等 边 三 角形 中 线 的 交点 按 比例 1:2 把 中 线 分 成 两 部 分 , 因此 对 
意 三 角形 同样 的 绪论 成 立 . 

此 外 ， 任 意 酉 圆 与 一 个 圆 仿 射 等 价 ， 但 是 一 个 圆 的 通过 圆心 
的 任意 直径 在 两 个 端点 上 有 互相 平行 的 切线 ， 而 且 平 行 于 这 两 条 
切线 的 共 轿 直径 把 平行 于 给 定 直 径 的 所 有 弦 平 
分 ， 可 以 推出 ， 对 任意 椭圆 ， 这 两 个 性 质 同样 
成 立 , 这 是 因为 仿 射 变换 把 平行 线 变 为 平行 线 ， 
把 切线 变 为 切线 (但 应 注意 , 椭圆 中 的 共 轿 直径 
不 一 和 定 互 相 垂 下, 图 3). 图 3 


附录 形 心 与 重心 坐标 ” 按 给 定 的 比例 分 割 一 线段 的 分 点 
(56) 是 形 心 概 你 的 特殊 情形 ， 在 中 给 出 mx 十 1 个 点 @0,…, wm 
在 五 中 给 出 m1 个 元 聚 0 “网 人 0 使 得 Z0 十 十 mr 一 二 ， 具有 权 
v0 ,Wm 的 氮 Q0 Om 的 形 心 定义 为 所 

5 一 2000 十 十 ZrQn， 20 十 十 2 一 1 (57 ) 
(更 一 般 地 对 任意 w= wot 二 wnF0, 具有 权 0 的 后 
QO Om 的 形 心 仍 用 (57) 来 定义 ， 这 时 ws = ) 


如 玉 吉 是 形 为 (54) 的 任意 仿 射 变换 , 那么 
eH=(xorot + inom) Tk 
一 OoCQXod ) +t rn(GnTD) + (EY, )K 
=wo(WoH)t irn( Cn BH ). 
换 句 话说 , 仿 射 变换 把 形 心 变换 到 形 心 , 其 权 不 变 ， 
定理 30 仿 射 子 空间 到 包含 它 的 点 的 所 有 形 心 ， 
我 们 通过 对 (57) 式 的 点 数 m 十 1 用 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 ， 
当 m=0， 可 生 接 得 出 结论 ， 当 m= 二 1, qo 和 ai 的 形 心 恰好 是 通过 
。375 。 


go 和 ai 的 直线 上 的 一 个 点 , 因此 根据 定义 , 这 个 形 心 在 形 中 . 假定 
mm 之 1, 并 把 5 看 作 形 为 (57) 的 上 后。 那么 有 某 个 系数 ， 比 如 说 是 Zn 


不 等 于 1, 设 ! 一 0 十 … 十 2m 一 1 出 Tm=1~—1, te0, 所 P= 十 


“ee tn 是 QR Om- 的 形 心 ， 由 人 妇 纳 法 假设 ， 它 在 到 中 . 进 


一 步 , 5 二 tp 十 (1 一 t)an 是 在 联结 RE 于 和 anc2 的 直线 上 , 因此 
6 在 用 中 ,如 断言 所 述 ， 

形 心 可 用 来 描述 由 给 定 的 扩 集 &0o,…，&nm 张 成 的 子 空间 六， 
如 下 所 述 ， 

定理 31 中 mx 十 1 个 点 ao am 的 所 有 形 心 (57) 组 成 的 集 
合 是 一 个 仿 射 子 空间 及， 这 个 子 空间 噶 包含 每 个 点 ai 并 且 它 包 
含 在 任意 念 射 子 空间 六 中 ,而 六 包含 所 有 的 点 ao Qm 

证 明 设 (57) 表 示 的 5 和 

n= yorot ee YmGm Yot + Ym= 1 (57 ) 
是 任意 两 个 形 心 , 则 
(1—i)E+tn 
=L(1—t)zot tylgot e+ [ltr tym om 

也 是 wo …，an 的 形 心 ， 这 是 因为 全 体系 数 (1 一 引 xi 十 ty; 的 和 是 
1. 因此 形 的 确 是 一 个 仿 射 子 空间 ， 显然 它 包 含 每 个 a;。 田 一 方 
面 , 根据 定理 30， 包 含 所 有 w; 的 任意 仿 射 子 空间 入 ,一定 包 含 
整个 以 证 毕 
如 有 果 mnm 个 和 拓 量 &1 一 0,…,@m 一 Qo 是 线性 无 关 的， 那么 称 m 十 
1 个 所 ao am 是 仿 射 无 关 的 ， 对 于 一 个 仿 射 变换 五， 我 们 有 
(GQ 一 Q0)T 了 二 @; 如 一 Qo8， 因 此 非 奇 异 仿 射 变换 把 仿 射 无 关 的 点 变 
到 仿 射 无 关 的 点 ， 在 这 个 仿 射 无 关 的 定义 中 , 起 点 wo 起 着 特殊 的 
作用 . 下 面 的 结果 表明 , 仿 射 无 关 性 不 依赖 于 起 点 的 选取 . 
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定理 32 m 十 1 个 点 仿 射 无 关 当 且 仅 当 由 Q0,…,Q&m 张 成 的 
仿 射 子 空间 肢 中 的 每 一 点 2， 作为 Go am 的 形 心 (57)， 有 唯一 
的 表达 式 . 
证 明 ”假设 点 @0,…，Qw 仿 射 无 关 ， 而 几 中 蘑 一 点 5, 作为 形 
心 有 两 种 表达 式 6 二 忆 wi%;，E 二 己 z; 41:， 并 满足 如 x; = 二 1= 志 i 
那么 
20 一 20 一 (0 一 好 ) 十 十 (Zn 一 To )， 


而 且 零 矢量 0=0O 具有 表达 式 


证 ] 4 
0= > (zi— +;) 0,; 一 人 【2 一 0 )Qi 一 (2Z0 一 00)a0 
$= 二 9 1i=1 


= (it) (0 00) 


因为 矢量 &1 一 %0,…, xm 一 ao 是 线性 无 关 的 ， 我 们 推出 结论 : 对 于 
;二 1],…, UMW 有 XY; 二 wi， 因为 20 二 1 一 (wt 十 … 十 zm)， 所 以 我 们 还 有 
Xo 一 Xo。 于 是 ,5 作为 形 心 的 表达 式 是 唯一 的 . 

其 次 ， 假 设 点 wo，…，an 仿 射 相关 ， 那么 存在 一 个 线性 关系 
二 ci(a; 一 %0) 一 0， 其 中 系数 ci 不 全 为 等， 比如 说 c1 到 0， 通过 做 
除法 , 我 们 可 以 假定 61=1. 则 有 


QIi 一 一 0202 一 一 Cnom 十 (0 十 和 十 cm 十 1)X0， 
在 al 的 表达 式 中 ， 这 些 系 数 之 和 是 1， 但 是 xi 还 有 男 一 种 表示 
Qi 二 1:%, 因此 ai 作为 形 心 的 表示 不 是 唯一 的 . 证 毕 


当 点 Ko …， am 是 仿 射 无 关 时 , 由 co …, an 张 成 的 空间 中 的 每 
一 点 可 表 成 (57), 在 表述 式 (57) 中 出 现 的 标量 x0,…, zm 称 为 点 相 
对 于 0,…, am 的 重心 坐标 。 注 意 , 这 些 坐 标 中 任意 勾 个 可 以 确定 
简 下 的 一 个 坐标 , 这 是 由 于 Xt 十 … 十 fm 二 1。 
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二 卉 
1， 对 下 列 每 对 点 ， 求 两 点 联 线 的 参数 方程 ， 并 把 这 直线 表示 成 形式 心 ， 
十 4( 也 就 是 求 空 间 51). 
(a) (2, 1) 和 (5, 0), 
(b) (1,3,2) 和 (一 1,7,5)， 
(Cc) (1,2,3,4) 和 (4, 3,2, 1). 
2. 把 通过 (1, 3) 和 (4, 2) 两 点 的 直线 表示 成 形式 S 十 +4， 其 中 入 有 四 种 
不 同 的 选择 ， 画 出 图 形 . 
3， 证 明 :， 通过 不 在 一 直线 上 的 三 个 矢量 a, pb, Y, 存在 一 个 且 只 存在 一 
个 二 维 仿 射 子 空间 (一 个 平面 1)，。 证明: 这 个 平面 上 的 矢量 可 表示 成 形式 
sa 二 8(p 一 4) 十 t(y 一 Q), 这 里 s 和 tt 是 变量 . 
4. 求 通过 下 列 每 三 点 的 平面 (如 果 存 在 的 话 ) 的 参数 方程 (按照 习题 3 
的 形式 ): 
(a) (1,3,2), (4,1, —1), (2,0,0), 
(b) (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), 
(c) (2, —1,3), (1,1,1), (3,0, 4). 
5， 在 习题 4 的 每 个 小 题 中 , 求 通过 原点 的 平行 平面 的 基底 . 
“6. 证 明 : 定理 28 在 除去 Z, 的 每 个 域 上 都 成 立 . 
7， 只 用 有 关 的 定义 证 明 : 任意 仿 射 变换 把 中 点 变 到 中 点 ， 
8， 证明 : 每 个 平行 四 边 形 与 正方 形 仿 射 等 价 . 
9. 用 仿 射 方法 证 明 : 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 总 是 人 彼此 平分 . 
10，(a) 求 R 的 仿 射 变换 ， 它 把 以 (0, 0)，(0, 1)，(1, 0) 为 顶点 的 三 角 
形变 换 到 以 (1, 0), (一 1, 0), (0, M 3 ) 为 顶点 的 等 边 三 角形 . 
(b) 如 采 第 一 个 三 角形 是 以 (1 1)，(1, 2)，(3, 3) 为 顶点 ， 那 么 所 求 


的 仿 射 变换 是 什么 ? 
11， 用 仿 射 方法 证 明 : 在 梯形 中 , 两 条 对 角 线 和 两 平行 边 中 点 联 线 通 过 
一 点 ， 


12. 证 明 : 任意 平行 六 面体 与 正 立方 体 仿 射 等 价 ， 
13. 证 明 : 任意 平行 六 面体 的 四 条 对 角 线 有 公共 的 中 点 ( 它 是 重心 ) 
14，(a) 证 明 ， 在 任意 域 玉 上 ， 任 意 两 个 三 角形 在 仿 射 群 之 下 是 每 价 


*cb) 证 明 ， 如 果 域 下 中 1 十 1 夭 0, 1 十 1 十 1 才 0, 那么 任意 三 角形 的 
中 线 交 于 一 点 ， 
15， 证 明 : 矢量 空间 PF 的 一 一 变换 了 是 仿 射 变换 当 且 仪 当 ?= 二 (1 一 他 a 
十 1B 总 可 推出 YT= (1 一 她 aT 十 1(6T). 
16， 证 明 ， 如 里 仿 射 子 空间 赣 是 由 mx 十 1 个 仿 射 无 关 的 点 Co …，Ca 
张 成 , 那么 异同 一 个 n 维 天 量子 空间 平行 . 
17. 根据 定义 , F* 中 的 超 平面 是 % 一 1 维 仿 射 了 于 空间 . 
(a) 证 了 明 ， 其 坐标 满足 线性 方程 aiz: 十 … 十 anzn 一 cc 的 所 有 拓 量 6 
组 成 的 集合 是 一 个 超 平 面 , 这 里 假定 4,…, an 不 全 为 零 ， 
(b) 反 过 来 证 明 : 每 个 超 平面 都 满足 这 样 的 方程 . 
(c) 求 通过 四 个 点 (1, 0, 1, 0), (0, 1,0,1), (0,],1,0), (1,0,0,1) 的 
超 平 面 方程 . 
18. 设 co cn 是 名 维和 拓 量 空间 玉 的 % 十 1 个 仿 射 无 关 的 点 , 且 设 Pu 
…, 有 ,是 了 中 任意 % 十 1 个 点 . 证明: 在 在 一 个 且 只 存在 一 个 了 的 仿 射 变换 
把 每 个 Qi 变 到 p:. 
19， 证 明 : 如 果 仿 射 子 空间 形 是 由 到 十 1 个 仿 射 无 关 的 点 Ce …，Ccnm 张 
成 , 并 且 由 7? 十 1 个 仿 射 无 关 的 点 po,…', PB; 张 成 ,那么 =7. 


“S84.14 身影 几何 


在 实 仿 射 平面 中 , 任意 两 个 点 在 唯一 的 一 条 下 线 上 , 任意 两 条 
不 平行 的 直线 交 于 唯一 的 一 反 。 我 们 现在 来 构造 实 射影 平面 ， 在 
这 个 平面 上 ， 

(i) 任意 两 个 不 同 的 点 在 唯一 的 一 条 志 线 上 . 

(ii) 任意 两 条 不 同 的 直线 区 于 唯一 的 一 点 。 相 关联 的 性 质 
(和 (ii 显然 在 下 述 意义 下 彼此 对 偶 , 即 互 换 “点 "和 “下 线 " 二 词 ， 
并 在 术语 上 稍 加 变化 ， 就 可 把 性 质 (1) 变 为 性 质 (10)， 也 可 把 性 质 
(ii) 变 为 性 质 (i). 

构造 实 射影 平面 P= 已 (R) 的 一 种 方法 如 下 所 述 . 取 实数 域 
R 上 一 个 三 维和 拓 量 空间 Vs, 并 把 了 的 一 维和 天 量子 空间 (不 是 仿 射 
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于 空间 )5 称 为 P 的 一 个 * 操 ， 把 Vs 的 二 维 子 空间 艺 称 为 Py 的 
“直线 。 进一步， 我们 说 点 5S 在 直线 工 上 当 和 且 仅 当 子 空间 仿 包 含 
在 子 空间 工 中 ， 

我 们 来 证 明 Pa(R) 的 “后 和 “直线 清 足 (1 和 (ii). 如 果 4 和 
心 :分 别 是 由 矢量 wx 和 aax 张 成 的 一 维 子 空间 , 那么 Si 和 8: 当 且 仅 
当 cl 和 az 是 线性 无 关 . 于 是 8 各 :所 在 的 瞧 一 直线 并 就 是 由 ai 
和 az 张 成 的 二 维 矢 量子 空间 , 这 就 证 明了 性 质 (i). 其 次 , 如 果 直 线 
(二 维 子 空间 )Z 和 工 ; 是 不 同 的 ， 那 么 子 空间 五 十 Ls( 是 工 与 工 。 
的 线性 和 ) 必 具有 较 高 的 维 数 ， 于 是 它 是 整个 三 维 空间 了 as. 因此 根 
扣 $7.8 定理 17, 有 

dim (Df)L)=dimLi+dimL,—dim(Li+i+L,) 
一 2 十 2 一 3 一 1， 
所 以 一 维 子 空 间 ZL 们 是 同时 位 于 工 和 工 ; 的 唯一 的 一 点 , 这 就 
证 明了 性 质 (ii). 

为 了 在 射影 平面 Ps 二 Pa(R) 中 得 到 适当 的 射影 上 华 标 , 取 Fs 是 
由 所 有 3- 实 数组 (zu zz zs) 组 成 的 空间 及 3. 那么 每 个 非 零 的 3- 数 
组 (wi, Xz, Ya) 确定 P 的 一 点 如 当 c 夺 0 时 , 3- 数 组 (zl 22 Wa) 和 
(cz1, Cx2, Cz3) 确 定 同一 个 点 5S. 我 们 把 这 些 3- 数 组 等 同 起 来 


(ob wa Is) 一 (CO Cv2, CXs), CF0 
并 称 这 些 3- 数组 为 点 S 的 齐 次 坐标 ,因为 Vs 的 任意 二 维 子 空间 
也 可 以 描述 为 一 个 齐 次 线性 方程 的 解 矢 量 组 成 的 集合 , 所 以 PP 的 
吾 线 了 是 那些 齐 次 坐标 满足 方程 
G1w1 十 Ca202 十 Qa3w3 二 0, (G1, 好 2， 63) 乱 (0， 0, 0) (58) 
时 点 的 轨迹 . 我 们 可 称 (al， 他 2) 03) 为 耳 线 工 的 齐 次 坐标 . 显然 ， 当 
c 玫 0 时 , 讼 标 (91, ao2， Qs3) 和 (CQ1, cao Cas) 确定 同 一 条 直线 . 
实 射影 平面 有 非常 简单 的 几何 表示 .点 仿 的 齐 次 坐标 (zu zz， 


。 S80 ， 


zs), 通过 乘 上 (好 十 丰 十 吧 ) 可 以 标准 化 ， 于 是 新 坐标 (加 ,go 扩 ) 
满足 关 十 纶 十 组 = 并 在 单位 球面 上 , 在 这 个 球面 上 的 两 小 对 径 点 
(1 92 gs) 和 (一 加 一 2 一 3) 确定 PP 的 同一 上 。 换 何 话说 , Pz 的 
上 凡 可 以 通过 把 直径 的 两 六 扣 (在 球面 上 ) 看 作 一 个 点 而 得 到 ， 因 为 
7s 的 任意 二 维 矢量 子 空间 工 沿 一 个 大 圆 截 割 单位 球 ， 所 以 我 们 可 
所 说 ， 己 :的 一 条 直线 是 由 单位 球 的 一 个 大 贺 上 的 全 体 对 径 氮 对 组 
成 ， 于 是 这 又 表明 , 两 条 射影 直线 (两 个 大 圆 ) 交 于 一 个 射影 点 ( 球 
画 上 一 对 对 径 点 )， 

可 以 用 同样 的 方法 在 任意 域 了 上 定义 一 个 射影 平面 Ps(F). 
在 任何 情形 下 ， 显然 有 每 个 一 维 矢量 子 空间 (exi， cxo, CXs) 《其 中 
吉大 0) 与 仿 射 平面 zs=1 恰 恰 交 于 一 点 (型 , 宇 ,1); 这 个 比 (, 时) 
称 为 射影 点 (cx1, CX2, eXs) 的 非 齐 次 坐标 。 但 是 x3==0 的 轨迹 是 一 
条 射影 直线 ， 它 称 为 “在 无 穷 远 处 的 直线 ?， 可 以 验证 ， 射 影 平 面 
P, 的 每 条 直线 

Dia 十 0o03 十 G303 一 0 

或 者 是 “在 无 穷 远 处 的 直线 ?( 当 0 一 0 一 0), 或 者 是 仿 射 平面 的 一 
条 直线 am(21 )+as(2 2 十 同一 0, 加 上 “在 无 穷 远 处 的 直线 "上 的 一 


个 点 (2, —&1, 0). 

在 任意 域 了 上 可 以 构造 % 维 射影 空间 P。 本 质 的 一 步 是 从 高 
一 维 的 矢量 空间 =7"*!i 开 始 。 那 么 P=P.(F) 可 以 描述 如 下 : 
P 的 点 是 了 的 一 维 子 空间 &, 己 的 句 维 子 空间 是 由 位 于 天 的 某 个 
?8 十 1 维 矢量 子 空间 二 的 所 有 点 SL 了 的 点 ) 组 成 的 集合 ， 显然, 每 
个 这 样 的 子 空间 本 身 与 由 这 个 mn 十 1 维 矢 量 空间 工 按 同样 方法 确 
定 的 nn 维 射影 空间 Pn 同 构 ， 如 果 下 表示 为 至 的 2 二 1- 元 素 组 构 
成 的 空间 (用 对 于 给 定 基底 的 坐标 表示 ), 那么 P, 的 每 个 点 S 可 以 
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用 % 十 1 个 齐 次 坐标 (Xi1,…, Xnt1) 给 出 ， 并且 难 标 (ex;,…*, CXn+1》 
(其 中 c 寺 0) 与 坐标 (zi …, za41) 确 定 同 一 个 点 ， 
P= 二 P.(F) 中 的 超 平面 (n 一 1 维 子 空间 ) 仍 是 由 一 个 齐 次 方程 
Qi 十 十 Ort2n 一 0， (0g, Gn+ri1)Q@A(0, ,0) (59) 
给 出 的 轨迹 . 数组 (cu ,ar+) 可 以 看 作 超 平 面 的 齐 次 坐标 ; 射影 
择 轩 已 和 它 的 对 偶 射 影 空 间 ( 这 个 空间 的 点 是 己 的 超 平 面 ) 之 间 的 
关系 ， 同 矢量 空间 下 和 它 的 对 偶 空 间 六 之 间 的 关系 一 样 . 根据 
Ss 7.7 定理 13 (关于 齐 次 线性 方程 组 解 集合 的 维 数 的 定理 )， 我 们 
得 到 ,7 个 象 (59) 那 样 的 线性 无 关 的 方程 组 可 以 确定 一 个 2 一 7 维 
射 束 子 空 间 . 
这 了 :> 了 是 一 个 非 奇 异 线性 变换 ， 我 们 知道 (§ 8.6 定理 
10 的 推论 2), 了 把 V 的 每 个 一 维 子 空间 态 变 换 到 玉 的 一 个 一 维 子 
空间 S*. 因此 了 了 诱导 出 射影 空间 PP 的 点 的 变换 SF 一 > S* = ST*, 
这 个 变换 交 把 射影 子 空 间 变换 到 射影 子 空 间 ， 其 维 数 保持 不 变 . 
我 们 称 7* 是 了 的 射影 交换 。 如果! 和 ,是 的 两 个 这 样 的 线 
性 灰 换 , 那 么 乘积 了 T 了 ,Ts 诱导 出 了 上 的 一 个 变换 (TIT,)*, 它 是 这 两 
个 诱导 出 的 变换 的 乘积 TiT%. 因此 所 有 射影 变换 组 成 的 集合 构 
成 一 个 群 , 即 % 维 射 影 群 ,并 且 对 应 THF>7T* 是 2 十 1 维 全 线性 群 
到 域 了 上 % 维 射 影 群 上 的 一 个 同 态 . 
相对 于 中 给 定 的 坐标 系 ， 线 性 变换 TT 是 由 一 个 非 奇 异 (n 十 
1) x (% 十 1) 矩 隆 (ai;y) 确 定 的 ,那么 变换 T* 把 具有 章 次 坐标 (zl 
5 wnt!l ) 的 后 变换 到 具有 齐 次 坐标 (yi， Yn+t1) 有 的 后 ;其 中 
FRGt Td (j=1,,n 1). (60) 
定理 33 (2 十 1)x(2 二 1) 矩阵 4 确定 己 , 的 恒 等 射 影 变 换 帮 * 
当 且 仅 当 4 是 单位 矩阵 了 的 数 冬 积 c7( 其 中 cc 二 0)， 
迁 明 在 公式 (60) 中 ， 如 果 4=cI, 则 yj 二 cxj;:” 即 齐 次 坐标 
(zi, Wnt1) 和 (cwi,…, CXn+1) 人 确定 忆 的 同一 个 点 ， 所 以 T* 的 确 
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征 便 等 变换 ， 反 过 来 , 假设 7* 是 重 等 变换 , 那么 了 一 定 把 % 十 1 个 
单位 天 量 21,…，en+ti 的 每 一 个 s; 变换 到 某 个 数 乘积 cie;， 因 此 4 
一 定 是 对 角 箱 了 泗 ， 其 对 角 线 元 素 为 c1,…, cn+1. 但 是 7 了 也 把 和 天 量 
(1, 1,…,1) 变 换 到 它 的 一 个 数 乘积 ， 而 4 把 这 个 和 量变 换 到 (ci， 
Cri1)， 《C1 ;Cn+1) 是 (1,1,…', 1) 的 数 乘 积 当 且 仅 当 c1,…， 
cn+1 莉 相 等 .因此 和 殷 的 确 是 了 的 一 个 数 乘积 . 

推论 。 域 了 上 的 % 维 射影 群 与 十 1 维 全 线性 群 对 于 由 恒 等 
变换 的 非 需 数 乘积 组 成 的 子 群 的 商 群 同 构 . 

证 明 映射 7 一 >7T* 是 全 线性 群 到 射影 群 中 的 同 态 ; 定理 
33 断言 ， 这 个 同 态 的 核 恰恰 是 由 恒 等 变换 的 数 乘 积 组 成 的 集合 . 
因此 根据 $ 7.13 定理 28 得 此 结论 . 

还 可 以 推出 ,两 个 矩阵 4 和 4 确定 同一 个 射影 变换 当 且 仪 当 

1 二 CA(5C 为 某 一 标量 ). 
对 于 一 维 射影 百 线 , 射影 变换 具有 形式 
yi—=ari+or, ys=er adr,, adbec. (61) 


按照 非 弄 次 坐标 2 二 型 ，w= 业 ,这 个 变换 可 写成 线性 分 式 变 换 


_ Gz+b 
cz+i-a’ (62) 


它 是 由 (61) 的 第 一 个 方程 除 以 第 二 个 方程 而 得 到 的 ， 公 式 (62) 可 
以 解释 如 下 ， 如 果 e= 0， 则 (62) 把 点 4 二 oo 变 到 点 w= co; 如 果 
六 0, 则 (62) 把 点 一 co 变 到 点 w= 上 ,把 点 “= 一 生变 到 点 w= 


co， 这 些 解释 的 正确 性 可 以 通过 代 回 齐 次 坐标 并 利用 (61) 式 来 验 
证 ， 在 % 维 的 情况 ， 也 可 能 有 用 线性 分 式 变换 表示 射影 变换 的 类 
似 的 表达 式 


21CGC1; 一 - “** 沾 Zn ni Gntl,i 


zibi tb tb (bj;= aj,nt!) 2 1,*,n). (62 ) 
| RA! 巷 十 
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我 们 已 经 看 到 ， 忆 (区 ) 的 射影 变换 把 直线 变 到 直线 ， 反 过 来 ， 
实 射 影 空间 P.(R) 的 任意 把 直线 变 到 直线 的 一 一 变换 ， 当 nn 二 2 
时 , 是 射 及 变 换 ( 见 习题 6), 这 是 一 个 经 典 的 结果 ， 

三 个 变量 的 二 次 型 确定 射影 平面 中 的 一 个 轨迹 


Swbisr;=0 (i, j=1,2,3), (63) 
1 


这 是 因为 如 采 坐 标 (zb zz, zs) 满足 这 个 方程 ， 那 么 任意 “ 数 乘 ” 积 
(CX1, CX2, CZ3) 也 满足 这 个 方程 ， 这 个 轨迹 称 为 射影 二 次 曲线 ; 这 
个 二 次 曲线 的 (射影 ) 秩 是 系数 矩阵 BB 的 秩 ， 如 果 排 除 “ 在 无 穷 远 
外 的 直线 ", 这 个 射影 二 次 曲线 (63) 就 变 成 普通 二 次 曲线 ， 在 实 射 
影 平面 中 , 任意 非 退 化 二 次 曲线 ( 即 椭圆, 双 曲 线 或 抛物 线 )， 根 据 
$ 9. 9, 它 与 下 列 四 个 方程 中 的 一 个 所 确定 的 曲线 等 价 : 

Xf 十 X33 十 二 0， 好 十 2 一 23 一 0， (64) 


—zf—23—23=0, x1—z2—z3=0 (64 ) 


这 些 方程 中 ， 等 号 左 达 各 项 符号 改变 并 不 改变 其 轨迹 ， 因 此 由 
(64 ) 给 出 的 二 次 曲线 本 质 上 就 是 (64) 给 出 的 二 次 曲线 ，(64) 第 一 
条 二 次 曲线 是 空 的 ， 因 此 我 们 得 出 ， 任 意 两 个 非 退 化 二 次 曲线 在 
实 射影 平面 中 是 射影 等 价 的 ， 


习 题 

1. 在 域 王 上 的 三 维 射影 空间 中 , 证 明 : 

(a) 任意 两 个 不 同 的 点 在 一 条 且 只 在 一 条 直线 上 . 

(b) 任意 不 在 一 直线 的 三 个 点 在 一 个 且 只 在 一 个 平面 上 ， 

2. 推广 习题 1 到 %% 维 射影 空间 . 

3. 在 域 Z: 上 的 射影 平面 中 列 出 所 有 的 点 和 直线 ， 以 及 和 针 条 直线 上 的 
全 部 点 . : 

4. 在 含有 % 个 元 素 的 有 限 域 上 的 射影 平面 中 , 证 明 :， 在 在 ?十 %w 十 1 个 
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点 .222 十 ] 条 直线 , 并 且 每 条 直线 上 有 ?十 1 个 点 . 
5， 四 个 不 同 数 = zz zs z4 的 交 比 定义 为 比值 -2 一 2 as 二 2 ( 当 


— 22) (84— 21) 
中 有 一 个 是 ce 时 , 用 适当 的 约定 ). 证 明 : 交 比 是 任意 线性 分 式 变换 (62) 之 
人 
证 明 : 在 复 射 影 平面 上 , 变换 (zi, zs za)H>(zz， 2z, 2z) 把 直线 变 到 直 
线 ， 人 个 名 不 和 变换 ，。( 星 号 表示 复 共 圈 .) 
. 如 末 去 掉 “ 在 无 穷 远 外 的 直线 ”xz, 二 0， 那 么 射影 二 次 曲线 好 一 2727s 


在 仿 射 平面 中 表示 什么 ， 
8. (a) 证 明 : 每 个 非 退 化 实 二 次 曲面 与 一 个 球面 或 与 -个 单 叶 双 曲面 
射影 等 价 ， 
(b) 椭圆 抛物 面 与 上 面 哪个 曲面 射影 等 价 ， 双 曲 抛物 面 与 上 面 有 娜 个 曲 
面 射影 竺 价 


(C) 证 明 : 球面 与 单 叶 双 曲面 不 射影 竺 价 . 

9. 证 明 : 在 射影 直线 中 给 出 任意 两 个 不 同 点 的 3~ 数 组 (z1, zs, zs) 和 
( wi, ws; ws), 则 存在 一 个 射影 变换 (62), 它 把 每 个 z; 变 到 相应 的 妇 ， 

10， 设 (PDi. Do pss D4) 和 (91, 92, 93, 94) pil 平面 中 的 任意 两 个 点 的 
4- 数 组 ， 证明: 在 在 一 个 射影 变换 (62 ), 它 把 每 个 2; 变 到 相应 的 9i， 
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第 十 章 ”行列 式 与 标准 型 


3 10.1 行列 式 的 定义 和 基本 性 质 
在 任意 域 上 每 个 方 阵 4 都 有 一 个 行列 式 ; 虽然 行列 式 能 够 用 
来 研究 矩阵 的 秩 和 求解 联 立 线性 方程 组 ， 但 是 它 在 矩阵 论 中 最 重 
要 的 应 用 是 定义 矩阵 的 特征 多 项 式 ， 在 这 一 对 中 ， 我 们 来 定义 行 
列 式 , 研究 它 的 儿 何 性 质 , 并 指出 令 阵 4 的 特征 多 项 式 和 和 矩阵 的 特 
征 根 (特征 值 ) 之 间 的 关系 .然后 ， 用 这 些 概 念 来 研究 年 阵 在 相似 
变换 之 下 的 标 维 型 . 
联 立 线性 方程 组 的 求解 公式 自然 导出 行列 式 . 两 个 线性 方程 
ar tbiy=%, 
028 by = kK» 
在 9150s 一 5; 站 0 的 假定 下 , 有 了 崔 一 解 


_ kb,— kab _ Oks— Gk, 


ww 
Qib, — Ab! ? Qibs— aob! ' 


出 现在 分 子 和 分 母 中 的 多 项 式 称 为 行列 式 ， 


9 01|_ gp, ob 网 | bb,— kb (1) 
oo -一 区 , 2 一 一 
gs b, 102 201 kb, 102 201 
类 似 地 , 我 们 可 以 计算 三 个 联 立 线性 方程 组 五 ai 大 的 解 ， 结 
果 每 个 解 zj 的 分 母 是 
Ql Ci2 G13 
Ou G2 023) 一 G11022033 + Gio023031 十 G13G21G3? (2) 
yy QQ23032 G12001 G33— G13022031，, 
31 (G32 033 


等 式 的 右边 是 六 项 乘积 的 代数 和 。 每 一 项 包含 矩阵 第 一 行 的 某 元 
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素 ai, 同时 也 包含 第 二 行 的 某 元 素 和 第 三 行 的 某 元 素 ， 每 一 项 还 
可 以 表示 成 包含 着 不 同 列 的 元 素 乘 积 , 所 以 (2) 中 的 每 一 项 可 写成 
2a -az-Gs-， 空 白 的 地 方 添上 列 标 1, 2, 3 的 某 一 置换 .在 六 个 可 能 
的 置换 中 , 三 个 偶 置 换 I, (123)，(132) 出 现在 带 正 号 的 乘积 项 中 ， 
而 三 个 坷 由 换 出 现在 市 负 号 的 乘积 项 中 .经验 表 明 , ”个 未 知 数 
的 % 个 线性 方程 的 解 可 以 表示 为 类 似 的 公式 ， 

定义 nxn 算 阵 4 二 (@;;) 的 行列 式 是 元 素 中 Gi; 二 a(i, JJ) 的 
多 项 式 : 


detA=|14|= > sgng 站 
¢ i=1 
= > (sgng)all, 19)a(2,26).a(n, ng ). (3) 
4 


这 里 征 对 整数 1,…, % 的 所 有 21 个 不 同 的 置换 乡 求 和 ， 每 个 乘积 
项 Jiai,iy 前 面 的 因子 sgng 是 十 1 还 是 一 1， 根 据 少 是 偶 置 换 还 是 
人 可 置换 而 定 ， 

于 是 行列 式 |4|=det(aij) 是 %! 项 土 g1-q;-…as- 的 和 , 这 里 空 
日 处 添上 数字 1,…, 2 的 各 种 置换 .把 qij 写成 a(i, 站 , 设 i 是 
$ 在 $9 之 下 的 象 ， 于 是 一 般 项 可 写成 土 a(1, 16)a(2, 2$)…aln， 
?0)， 这 里 正 负 号 “ 士 " 称 为 sgng(signumg 的 缩写 )， 对 于 和 中 的 
每 个 乘积 项 , 恰好 含有 和 矩阵 每 一 行 中 一 个 元 素 , 并 且 恰 好 含有 和 矩阵 
每 一 列 中 一 个 元 素 . 

矩阵 的 每 一 行 在 14| 的 每 一 项 中 出 现 一 次 且 只 出 现 一 次 ， 这 
就 意味 着 |4| 是 4 的 第 i 行 元 素 6 Gin 的 线性 齐 次 函数 .把 每 
个 这 样 的 wy 的 系数 合并 起 来 , 我 们 就 得 到 表达 式 

1 4 一 4i1cil 十 4;20i2 十 … 十 4inGin (4) 

这 里 ay 的 系数 4,; 称 为 of 的 余子 式 ( 即 代数 余子 式 ); 它 是 4 中 


中 这 里 指 的 元 素 是 域 下 中 的 元 素 , 或 更 一 般 地 是 指 交换 环 中 的 元 素 . 
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划 去 第 对 行 剩 下 的 各 行 元 素 的 多 项 式 ， 这 个 余子 式 还 可 以 找 述 成 


含 导数 4, 一 与 生 -， 因 为 14| 的 每 一 项 只 包含 每 一 行 和 每 一 列 中 


一 个 元 素 ， 所 以 余子 式 4;; 既 不 包含 第 i 行 的 元 素 也 不 包含 第 j 
列 的 元 素 ， 它 只 包含 “ 子 式 ? 或 子 矩阵 及 ;; 的 元 素 , 子 矩 阵 于, 是 
从 乍 阵 4 中 划 去 第 行 和 第 7 列 的 所 有 元 素 所 得 到 的 惩 阵 . 

[4 对 于 行 和 列 是 对 称 的 . 

定理 1 设 4" 表 示 4 的 转 置 矩 阵 , 则 |14"|= 14|. 

证 明 A' 的 元 素 a5=ai 是 把 4 的 元 素 a;; 的 下 标 颠 倒 过 来 
而 得 到 的 ， 当 J 二 29, ;= 871 141 的 一 般 项 是 

(seng) 下 ai jg) =(Sgn%) [adsg-!, 7) 


一 (ssng) JT eC, 7$-1), 


它 也 是 14'| 的 一 般 项 ,因为 每 一 置换 是 某 个 置换 $5 的 逆 置 换 g -5 
而 且 正 负 号 也 相同 ,sgng =sgng-1， 这 是 根据 多 是 偶 置 换 ( 即 在 交 
错 群 中 ) 当 且 仅 当 上 $ 的 逆 8"! 也 是 偶 置换 (§ 6. 10)。 因 此 14| = 
14"|. : 证 毕 

对 行列 式 进行 初等 行 运算 时 , 将 会 产生 什么 样 的 效果 呢 ? 

法 则 1 和 矩阵 4 的 第 i 行 乘 上 标量 c 寺 0， 则 相应 的 行列 式 就 
乘 上 c. 这 是 因为 在 线性 齐 次 表达 式 (4) 中 ， 对 第 1 行 的 每 个 元 素 
cil…,oin 乘 上 一 个 因子 就 意味 着 对 14j 乘 上 同一 个 因子 c. 

法 则 2 和 佐 阵 4 的 两 行 交换 , 行列 式 |4| 变 号 . 根据 对 称 性 ( 定 
理 1)， 我 们 可 以 改 为 证 明和 矩阵 的 两 列 交换 , 行列 式 变 号 ， 这 种 交 
换 可 以 用 列 标的 奇 置换 ge 来 表示 , 于 是 可 用 矩阵 = (8;;) 来 代替 
4, 其 中 0 一 DG 7=a(i) j$0o), 那么 

| 五 | = 之 (sgng) [| 54) 一 之 (sgng) 下 cz;g4go) 


因为 全 体 置换 构成 一 个 群 , 所 以 全 体 乘积 $$o( 这 里 轴 是 固定 的 ， 
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4 跑 遍 所 有 置换 ) 包含 全 部 置换 ， 因 此 上 面 的 | 五 | 含有 141 的 所 有 
和 希 ， 只 是 每 一 项 的 正人 外 号 改变 了 ， 这 是 因为 加 是 奇 置 换 ， 所 羽 当 
4 是 柯 置 换 时 , ggo 是 偶 置 换 , 反 过 来 ， 当 上 是 偶 置换 时 , $9o 是 奇 
生 换 , 于 是 sgn$90o 一 一 sgn9. 这 就 证 明了 法 则 2. 

5 理工 如 果 算 阵 和 4 有 相同 的 两 行 , 那么 |A|= 二 0 

证 明 根据 定理 1， 只 须 证 明 当 4 有 相同 的 两 列 时 , |4|= 
芭 乡 是 把 两 个 相同 的 列 进行 交换 的 对 换 , 那么 表达 式 (3) 中 的 所 有 
被 加 项 (sgng) lie(i,i9) 是 按 ($, 包办 成 对 出 现 ， 而 {8,9$} 是 由 
细 生 成 的 二 元 系 子 群 的 陪 集 组 成 。 因 为 是 奇 置 换 ， 所 以 sgn4$ 一 
一 Sgn$$; 又 因为 两 个 列 是 相同 的 ， 所 以 有 Ta(i, i6)= Ta (1， 
sy9$). 因此 成 对 的 被 加 项 其 数值 相等 符号 相反 ， 所 以 它们 的 和 是 
零 ， 证 毕 

为 了 考 碟 伴随 矩阵 〈$ 10. 2)， 用 一 个 方程 表示 引 理 1 是 方便 
的 .在 4 中 ,用 第 到 行 来 代替 第 行 , 则 两 行 变 成 一 样 了 ， 其 行列 
式 等 于 零 . 生生 这 全 行列 了 还 可 以 在 线性 卉 次 表达 式 (4) 中 用 第 
夺 行 代 圭 第 行 而 得 到 , 于 是 

0=Aiqgii 二 + Aor2 二 十 Ainaqrn 〔〈7 庆 8)， (5) 

法 则 3 和 矩 阵 第 行 磁 上 常数 c 加 到 第 了 行 上 ， 其 行列 式 保 
持 不 变 . 这 个 运算 是 用 cy 十 ca 代 夫 每 个 a;;; 根据 线性 齐 次 表 
达 式 (4), 新 的 行列 式 是 

> ,4ij(aij 十 Cat) 一 SAijai;+e > 4ijiGbj 一 14| 十 0， 


上 去 节 后 一 个 等 式 是 根据 (4) (5) 得 到 的 ， 行 列 式 的 确 没 变 . 

这 经 法 则 可 以 用 初等 矩阵 加 以 概括 。 任 意 初 等 行 运算 把 单位 
年 隆 了 变 成 初等 矩阵 ,而 把 4 变 成 乘积 B4. 行列 式 |T| =1 因而 
变 成 |B|=c, 一 1 或 1( 对 应 于 法 则 1 2 或 3)， 而 14| 变 成 184| = 
cA41， 一 |4| 或 |41( 对 应 于 相应 的 法 则 ). 这 就 证 明了 |E4|= 


» S89 。 


IE|14|. 根据 对 称 性 (定理 1)， 同 样 可 应 用 于 右 乘 因子 五， 这 就 
建 记 了 

定理 2 如 果 罗 是 初等 矩阵 ， 那么 

IEA|=|E||A|= |AE|. 

另 一 个 法 则 是 ， 从 上 面 讨 论 的 子 矩 阵 1 可 以 明显 地 得 到 余 
子 式 的 表达 式 .， 

法 则 4 4;;= 二 (一 1 Mij| ,口头 上 说 就 是 ,每 个 余子 式 4i; 
是 由 相应 的 子 和 矩阵 的 行列 式 前 面 添上 符号 (一 1)'*’ 而 得 到 ， 正 负 
号 (一 1)' 可 以 在 西洋 跳棋 盘 (想象 在 方 格 盘 中 十 ， 一 号 相间 排 
列 ， 并 且 左 上 角 第 一 格 中 是 十 号 ) 上 的 (i, 四 位 置 上 得 到 .首先 我 
们 对 ;二 7=1 来 证 明 这 个 法 则 .从 定义 (3) 立 即 看 出 ， 包 含 ai 的 
项 恰恰 是 满足 条 件 19=1 的 那些 置换 $$ 所 对 应 的 项 ， 这 种 类 型 的 
偶 置换 (或 奇 置换 ) 实际 上 是 剩 下 的 数字 2,…, 1 的 偶 置 换 (或 奇 
置换 ), 所 以 这 些 项 划 去 a 后 恰恰 就 是 13 | 的 展开 式 的 所 有 项 ， 
任意 其 他 余子 式 4ij， 可 通过 把 gi; 移 到 左上 角 而 化 成 上 述 特殊 情 
形 ， 而 wii 移 到 左上 角 位 置 是 相继 进行 i 一 1 次 相 邻 两 行 的 交换 和 
j 一 1 次 相 邻 两 列 的 交换 得 到 的 .这些 初等 运算 并 不 改变 | 性;;|， 
因为 它 不 影响 以 ;; 中 行 与 列 的 相互 位 置 ， 但 是 这 些 运算 却 改 变 了 
4| 的 符号 ， 因 此 qi; 的 余子 式 的 符号 改变 了 i 十 I 一 1 一 1 次. 通 
过 这 样 的 简化 就 证 明了 法 则 4. 

一 个 特别 有 用 的 情形 是 ， 矩 阵 的 第 一 行 除了 第 一 个 元 素 外 其 
他 所 有 元 素 都 是 堆 ， 那 么 表达 式 (4) 只 须 包 含 第 一 个 余子 式 |4 | 
一 .41 所 以 
C O 
下 万 
这 里 0 是 1x (2 一 蕊 和 矩阵， 天 是 (一 DJx1 惩 孟 ， 吾 是 (一 巧 头 
(一 1) 托 阵 ， 根 据 这 个 法 则 并 用 归纳 法 , 我 们 得 到 下 面 结 末 . 
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clB|， (6) 


引 理 2 ”三 角形 矩阵 的 行列 式 等 于 它 的 对 角 线 元 素 之 积 . 

上 述 各 法 则 提供 了 一 系列 计算 行列 式 |4| 的 方法 ， 通 过 初等 
运算 把 矩阵 女 化 为 三 角形 矩阵 PJ， 用 # 表示 所 用 行 ( 或 列 ) 交 换 的 
次 数 , 用 cu …，c* 表示 乘 到 4 的 行 (或 列 ) 上 的 各 个 标量 ， 根 据 定 
理 2, 14|==( 一 1) ‘(ci…cs)-!| 人 P|, 再 用 引 理 2 设 |T| = iw…tnn, 这 
样 就 计算 出 行列 式 的 值 . 


习 题 


1 从 行列 式 的 定义 直接 证 明 2| 理 2. 
2， 计 算 $7.6 习题 2 中 各 和 抵 阵 的 行列 式 ， 


1 —1 0 
3， (a) 设 人- 0 分 别 用 第 一 行 的 子 式 或 第 一 列 的 子 式 
2 1 1 


计算 行列 式 | 4|, 并 比较 这 两 个 计算 结果 . 
(b) 假定 上 面 矩 阵 4 的 元 素 是 模 2 整数 , 计算 |4|. 
4， 瑟 出 一 般 4X4 行列 式 展 开 式 中 的 所 有 正 项 . : 
5. 设 % 是 奇数 ， 并 且 1 十 1 和 0， 证 明 : nwXxn 鲜 对 称 矩 阵 4 的 行列 式 为 


零 . 
6，(a) 推导 下 面 范 得 蒙 (Vandermonde) 行列 式 的 展开 式 
1 ww! xi 
1 yo Xi | 一 (To 一 21) (TI— 71) (2 一 22)， 
1 x 3 


(b) 推广 这 个 结果 到 4x4 的 情形 . z 
(c) 推广 这 个 结果 到 ?2Xz 的 情形 , 即 证 明 : 如 果 9; 二 21-1, 那么 


(4! = TE .~ 
7 . 证 明 : 对 任意 4xXx4d 作对 称 和 矩阵 4， 有 | 和 4| =(Qi2034 — G1s024 — G1 093) 7. 


8，(a) 证 明 : 任意 置换 矩阵 的 行列 式 等 于 土 1. 
(pb) 证 明 : 单项 矩阵 的 行列 式 等 于 全 体 非 零 元 素 的 乘积 再 乘 上 士 1. 


9， 如 果 wnX%n 实 矩阵 4, 对 于 i 二 1,…,% 有 之 aaijl 一 ai, 则 称 4 为 对 
ji 
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角 优 势 矩 阵 ， 证 明 ; 如 果 4 是 对 角 优势 卸 阵 , 那么 14| >0. 
10. 证 明 : 平面 上 两 个 局 (an 942) 和 (0 b;) 联 线 的 方程 是 


ww 水 2 1 
a! aa» 1'=0, 
b: bb» 1 
不 ™ “ A 量 ~ pA dl 4| 
11，(a) 证 明 : 如 果 和 矩阵 4 的 每 个 元 素 ai 是 Z 的 困 数 ,那么 = 
> Hh; 
j,k=1 
(b) 用 此 验证 4j= 也 和 
Ci 


“]2， 证 明 : 如果 4 和 C 是 方 阵 , 那么 有 
A 
oo 
“13， 设 人 是 %Xn 筷 阵 (oo5) ,这 里 外 是 郊 次 本 原 复 单位 根 , 证 明 : 如 果 


==l1(mod4), 那么 有 | 人 2| nn 


|=14l1a 


$10.2 行列 式 的 乘积 
在 初等 行 运算 与 初等 列 运 算 之 下 ， 任 意 方 阵 4 等 价 于 对 角 垂 
了 D(CS§ 8.9 定理 18), 所 以 象 $8.8 定理 13 那样 , 气 阵 4 可 以 由 所 
阵 左 乘 和 右 乘 一 些 初等 矩阵 玉 和 BY 得 到 , 即 
4 一 再 到 ;万 机 人 再 (9) (7) 
根据 定理 2 的 法 则 | 如 4| = | 如 | 4 和 14 如 1= 14 如 |， 在 乘积 (7) 
的 行列 式 中 , 可 以 同时 对 每 个 因子 妞 取 行列 式 |B|, 于 是 得 到 
[4|=|E,1 EDIIEY..|E'"|. (8) 
因为 每 个 18| 寺 0， 所 以 整个 行列 式 |4| 寺 0 当 且 仅 当 |Dj 才 9. 这 
个 标 维 型 DD 在 主 对 角 线 上 恰恰 有 7 个 元 素 1, 这 里 7 是 和 矩阵 4 的 
秩 ， 而 行列 式 |DI 是 它 的 % 个 对 角 线 元 天 之 积 . 因此 1Dj 去 0 当 且 
仪 当 7 二 =n, 也 就 是 当 且 仅 当 4 是 韭 奇异 的 。 所 以 由 (C8) 式 证 明了 
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定理 3 方 阵 4 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 |14| 去 0 

行列 式 的 计算 ”公式 (8) 也 为 nx% 行列 式 的 数值 计算 提供 了 
一 个 有 效 方法 .我 们 象 高 斯 消去 法 那样 进行 计算 ， 逐 个 把 对 角 线 
无 条 用 1 代 炮 ， 这 样 容易 算出 对 角 线 元 来 的 习 积 ， 因 为 除了 某 一 
行 ( 或 列 ) 乘 以 笛 数 的 初等 矩阵 外 ， 其 他 所 用 的 初等 扎 阵 的 行列 式 
部 是 二 1， 所 以 这 是 以 计算 出 整个 行列 式 ， 例 如 ， 


3 1 
2 3 4 1 2 二 
站 1 3 2 
， | =210 -7-6 1 

_ 0 

- 0 14 14 9 
8 5 7 一 2 0 

3 1 

! FF 2 3 

6 1 

~——140 1 二 

0 0 2 11 

0 0 -3 -7| 


因此 这 个 行列 式 等 于 (一 14) (19) = 一 266. | 
一 个 非 奇 异 矩 阵 4 是 初等 矩阵 的 乘积 4= 到 … 肋 如果 B= 
BY.…B+t 是 另 一 个 这 样 的 和 矩阵， 那么 乘积 4B 的 行列 式 可 象 (8) 式 
那样 进行 计算 , 结果 为 
[AB|=|E,…BBt..…Et| 
=|E,|…|E).|Bt|.| Bt|=|4|.|B| 
定理 4 乘积 矩阵 的 行列 式 是 各 矩阵 的 行列 式 的 磁 积 : 
14B1 一 141 :1BI|. 
证 明 上 述 计算 仅 给 出 当 4 和 如 都 是 非 奇 异 和 矩阵 时 ， 这 个 法 
则 的 证 明 . 而 当 4 或 B 是 奇异 矩阵 时 , 因此 4B 也 是 奇异 矩阵 , 所 
以 14B| = 141 .1B| 的 两 边 都 等 于 零 . 证 毕 
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行列 式 141 帮 0 的 和 矩阵 4 的 逆 存 在 , 并且 可 以 用 4 的 余子 式 明 
显 地 求 出 ， 最初 的 包含 余子 式 的 方程 (4) 和 (5) 可 以 写成 
1, 当 守 一 四 
quAit + 0A = 6 |A|, 5 i (9) 
0 这 个 数 恰 好 是 单位 托 阵 了 T= (04;) 的 (%, ?位置 上 的 元 素 ， 方程 
《9) 很 象 矩 阵 的 乘积 , 如 果 把 余子 式 的 下 标 交 换 , 那么 (9) 式 左边 就 
给 出 了 和 矩阵 4 和 余子 式 矩 阵 的 转 置 算 阵 的 乘积 的 (%， 引 位 置 上 的 
元 素 . (9) 式 右边 是 用 标量 |4| 乘 上 单位 矩阵 后 的 CX， 外) 位置 上 的 
元 条 ,所 以 有 
A(A;;)'= 14127. (10) 
出 现在 这 个 方程 中 的 矩阵 (4;;)' 是 4 的 全 体 元 素 的 余子 式 构成 的 
条 阵 的 转 置 矩 了 泗 ， 称 为 4 的 伴随 矩阵 . 在 |4| =1 的 情况 下 ， 方 程 
(10) 表 明 , 4 的 伴随 算 阵 就 是 4 的 道 和 矩阵、 一 般 地 ， 如 果 |4Ai 才 0， 
(10) 式 证 明了 
定理 3 如 果 |A4A| 关 0, 那么 矩 阵 和 4 的 六 是 4-1=|4|-1(4,;)". 
解 % 个 未 知 数 2 个 线性 方程 的 克 菜 姆 法 则 是 这 个 逆 和 矩阵 公式 
的 推论 .已 知 的 线性 方程 组 形 为 


jaisr;=b 9 
其 中 i 和 J 是 从 1 到 mnw， 用 算 阵 表示 , 这 个 方程 组 就 是 4X=B(X 


和 至 = …， bw,)" 部 是 名 维 列 矢量 )， 如 果 4 是非 奇异 的 ,那么 
用 4- 左 乘 这 个 方程 得 到 唯一 的 舌 量 解 羡 = (72 …，2zo) "二 4-1B 


如 果 我 们 注意 到 逆 算 阵 4- 


么 这 个 解 可 以 展开 表 出 ， 这 就 证 明了 
定理 6 ( 克 菜 姆 法 则 ) ”如 果 n 个 未 知 数 名 个 线性 方程 


jayt;= 0 
J 


日 .Li 
4 
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的 系数 矩阵 有 A 二 (Gi;) 是 非 奇 异 的 , 那么 方程 组 有 唯一 解 


4 十 十 4 
1 4 


其 中 45 是 系数 矩阵 4 中 元 素 0ii 的 余子 式 ， 

这 个 公式 的 分 子 本 身 可 以 写成 行列 式 ， 因 为 它 是 用 常数 列 
(581，…， 56x)" 代 赫 矩阵 和 4 的 第 7 列 而 得 到 的 行列 式 按 第 ) 列 的 余 
子 式 的 展开 式 。 可 是 对 于 大 的 联 荚 线性 方程 组 , 通过 化 矩阵 (或 增 
广 和 矩阵 ) 为 行 等 价 梯 矩 阵 (§ 7.7) 的 方法 求解 ， 通常 更 为 有 效 . 

显然 ， 克 菜 姆 法 则 可 以 应 用 到 任意 域 上 ， 特 别 可 以 应 用 到 
$ 2. 3 中 所 讨论 的 所 有 方程 组 (参看 下 面 习题 9). 克 菜 姆 法 则 对 
于 求解 二 个 或 三 个 未 知 数 的 联 立 线性 方程 组 是 特别 方便 的 . 


;二 = 1,……, n, (11) 


附录 行列 式 与 特长 方 矩阵 4 的 子 和 矩阵 (或 " 子 式 ) 是 从 4 
划 去 4 的 某 些 行 和 某 些 列 而 得 到 的 任意 矩阵 (这 里 包 插 一 行 也 祝 
划 去 或 一 列 也 没 划 去 的 情况 ). 任意 长 方 矩阵 4 夫 0O 的 “行列 式 秩 "4 
可 以 定义 为 行列 式 不 为 零 的 4 的 最 大 子 式 的 行 数 , 换 句 话说 , 4 其 
有 性 质 : (1)4 至 少 有 一 个 dxa 子 式 开 , 它 的 行列 式 | 形 | 去 0; (1i) 
和 如果 hd, 则 4 的 每 个 xh 子 式 入 , 都 有 |N| 二 0。 可 以 证 明 , : 任 
意 矩 阵 的 秩 等 于 它 的 行列 式 秩 ， 


习 题 
b 
1， 写 出 2x2 系 阵 4 一 (” “，) 的 伴随 仿 阵 , 并 计算 4 和 它 的 伴随 矩阵 


的 乘积 ， 
2，(〈a) 计算 $7.6 习题 2 (a) 中 的 矩阵 的 伴随 手 阵 ， 对 于 这 种 情形 验 
证 关于 算 阵 和 它 的 伴随 矩阵 的 乘积 法 则 ， 
(b) 对 $7.6 习题 2(b) 做 同样 的 问题 ， 
3， 用 伴随 人 矩 阵 的 方法 , 求 § 8.8(50) 式 中 的 4X4 初 等 矩阵 日 ,,, 了 -28,s 
和 了 十 dx 的 逆 和 矩阵 . 
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用 伴随 矩阵 的 方法 , 求 § 8.8 习题 5 的 所 阵 的 逆 . 
证 明 ， 如 有 果 有 4 是 非 可 异 算 阵 , 那么 147-1|==14] 7 
证 明 : 合 异 箱 陈 和 它 的 化 随 矩阵 的 配 积 是 零 抱 隆 ， 
还 明 : 任意 正 交 矩阵 的 伴随 矩阵 是 它 的 转 置 矩阵 ， 
瑟 出 三 个 未 知 数 三 个 线性 方程 的 殉 菜 姆 法 则 ， 

用 死 沫 姆 法 则 , 求解 8 2.3 习题 1 的 联 立 同 余 式 ， 
10.(a) 证 明 : 下 面 一 对 齐 次 线性 方程 
artbycs=0, 


Pe | -C2 “一 0 


CC Nm Aan 


第 一 组 解 
b! © 


时 
b, © 


C1 Ui 


化 二 


mp 
gi 


yy 一 


后 


Qa bi 
cy 4 6。 b, | 
(b) 什么 时 候 这 组 解 症 整个 解 集合 的 基底 ? 
(c) 对 四 个 未 知 数 的 三 个 线性 方程 推导 类 似 的 公式 . 
11， 证明: 正 交 和 拭 阵 的 行列 式 是 土 1. 
12， 证明 : 和 矩阵 4 的 伴随 矩阵 的 行列 式 是 141"!, 
13， 证 明 : 给 阵 4 的 伴随 算 阵 的 伴随 矩阵 是 | 41*-?4. 
14， 症 挡 由 行列 式 秩 的 定义 证 明 : 初等 行 运算 不 改变 行列 式 秩 . 
“15. (a) 设 4 和 B 是 3x3 和 矩阵， 证明， 4B 的 任意 2X2 子 矩阵 的 行 
列 式 是 一 些 项 的 和 ， 革 中 每 一 项 是 4 的 一 个 2X2 子 矩阵 的 行列 式 与 B 的 一 
个 2X2 了 于 和 矩阵 的 行列 式 的 乘积 . : 
(b) 推广 这 个 结果 , 并 用 它 证 明 rank(4B) 二 rank4. 
*16， 设 %Xn 矩阵 4 的 秩 为 7, 证 明 : 4 的 伴随 矩阵 的 秩 s 确定 如 下 : 
才 7 一 nh 由 8 二 ;其 7=% 一 1, 则 s==1; 若 7 二 nn 一 1, 则 8s 二 0. 
“17， 证明: 任意 和 矩阵 的 秩 等 于 它 的 行列 式 我 ， 


§ 10.3 作为 体积 的 行列 式 
nxn 实 和 矩阵 的 行列 式 在 几何 上 可 以 解释 为 % 维 欧 几 里 得 空 
四 中 的 体积 .这 是 从 平行 四 边 形 面积 公式 得 到 启发 的 . 
短小 以 矢量 wa 和 as2 为 行 的 2x2 实 矩 隆 委 表示 一 个 以 0,，ai， 
02; 1 十 Ga 为 项 后 的 平行 四 边 形 ， 反 过 来 , 每 个 这 样 的 平行 四 边 形 
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确定 一 个 矩阵 (参看 图 芒 ， 这 个 平行 四 边 形 的 面积 征 
底 x 高 三 gi||&s| lsinC |， (12) 


Ci= (Zi Vi) C 十 C8 


A 


O 9? QA»=(72, 2 ) 
图 1 
式 中 CC 表示 已 知 秋 量 wa 和 as 之 间 的 夹 角 .根据 $7.9 的 余弦 公 
式 (41), 这 个 面积 的 平方 等 于 
(ai 1) (aa 2) (1 一 cos2O) = (Ga (0;, 2) — (01, 42) (Gs, &1). 

这 个 结果 看 起 来 很 象 2x 2 第 阵 的 行列 式 , 实际 上 , 它 就 是 人 矩阵 
((a 4;)) 二 447 的 行列 式 . 

任意 维 欧 几 里 得 空间 中 的 平行 四 边 形 都 具有 类 似 的 公式 ， 甚 
至 还 可 以 推广 到 % 维 欧 儿 里 得 空间 中 的 rt 维 类 似 于 平行 四 边 形 的 
几何 体 ， 这 些 几 何 体 称 为 平行 六 面体 . 

为 了 进行 这 种 推广 , 设 4 是 任 辣 一 个 以 4%，…, an 为 行 的 ?nx 
n 矩阵， 这 些 行 天 量 表示 在 多维 欧 几 里 得 空间 E, 中 从 原点 出 发 
的 矢量 ， 玖 中 由 入 个 天 量 wx，…，aom 张 成 的 平行 六 面体 了 是 由 所 
有 形 为 

fo tnd (Oil;s=1, ,mm) 

的 天 量 组 成 (对 m2 二 二 3 的 情形 画 出 图 形 ， 你 会 得 到 一 个 与 六 
方 体 仿 射 等 价 的 平行 六 面体 ! ) 这 样 就 建立 起 m xw 实 和 矩阵 与 妈 维 
空间 中 的 1( 维 平行 六 面体 之 同 的 对 应 , 91,…， Qn 称 为 这 个 平行 六 
面体 到 的 棱 . 

这 个 平行 六 面体 的 m% 维 体积 VC) (包括 当 m= 二 1 时 的 长 度 和 
当 m= 二 2 时 的 面积 这 两 种 特殊 情形 ) 可 以 对 m 用 归纳 法 来 定义 . 设 
以 aca2 am 为 棱 的 平行 六 面体 称 为 北 的 底 、wi 的 与 %2,…，Qm 正 
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交 的 分 量 称 为 高 , 它 是 通过 把 剩 下 的 一 条 楼 ai 写成 两 个 分 量 ? 与 
的 和 来 求 得 ， 其 中 分 量 y 在 &2z,，…, am 张 成 的 空间 5m-1 中 ， 
b 与 Sm-i 正 交 ( 见 图 1, 根据 $7.11, 这 总 是 可 能 的 ): 
Ql=pTiy， BlLSn-1， 7 在 人 ni 中. (13) 

1 的 体积 就 定义 为 底 的 m 一 1 维 体 积 与 高 的 长 度 |18| 的 乘积 . 

定理 7 以 01, …，Qm 为 棱 的 平行 六 面体 的 体积 的 平方 是 行 
列 式 |AA'|, 其 中 4 是 以 矢量 ai 的 各 坐标 四 为 第 1 行 元 素 的 矩阵 . 

注 因为 4 的 行 置换 是 用 P4 代替 4， 其 中 忆 是 满足 |P| = 
IP'|== 土 1 的 mxm 置换 矩阵 , 又 因为 

| (PA) (PA)'|=|P|I.14A4"1:1P'|=|4A4"|, 

所以 卫 的 “体积 ”与 它 的 底 是 由 哪 m 一 1 个 矢量 张 成 的 无 闫 ， 

证 明 因为 4 十 mxn 和 伟 阵 ， 所 以 乘积 44' 是 一 个 mxm 方 
隆 ， 现 在 我 们 对 m 归 纳 进 行 论证 ， 当 m==1 时 , 矩阵 4 是 行 矩 阵 ， 
“内 积 "44'= (a，Q1) 是 i 的 长 度 的 平方 ， 满 足 要 求 ， 假 定 对 于 
m 一 1 行 的 失 阵 ， 这 个 定理 是 正确 的 ,我们 来 考虑 m 行 的 情形 ， 象 
(13) 式 那样 , 第 一 行 4! 可 以 写成 41= 二 Bl 十 01, 这 里 “高 ”Bi 同 每 个 
行 天 量 42,…, hm 都 正 交 ( 即 B141=0, 7=2,…,m), 而 01 二 cs4， 
十 … 十 cn4n 是 42,…, 4m 的 线性 组 合 . 从 4 的 第 一 行 逐次 减 去 第 
; 行 的 倍 人 三 2 … 了 )， 这 就 把 4 变 成 新 的 矩阵 4*， 它 的 第 一 
行 是 BI， 而 且 , 这 些 初等 行 运算 每 一 个 都 相当 于 用 一 个 行列 式 为 
1 的 初等 矩阵 左 乘 矩 阵 4， 因 此 4* 一 PA4， 这 里 |P|=1， 并 且 有 
14*A*"| 二 |PA4'P'|==|PI|144'||P'|=|44'|. 如 果 号 是 由 A* 
的 m 一 1 行 4;,…, 4 组 成 的 矩阵 块 , 那么 


» uw /Bi BIBi: B.D: 
4 4 一 (Bi1D')= 
D DB DD: 


”整个 $10.3 中 ， 矢 量 的 做 标 都 是 对 于 一 组 固定 的 标准 正 交 基 来 取 的 ， 当 
mn 有 时, 定理 7 退化 为 方程 0=0. 
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TIDi 0 

-=( 0 DD: ) 

这 里 B.D 二 0 是 因为 对 DD 的 每 行 4; 有 B14; 一 0， 根据 (6) 式 , 行 

列 式 就 是 : 

A4'|=|14*A""|= (BBi) 1DD'|. 

这 里 如 是 短 阵 , 它 的 所 有 行 4,,…，A4 张 成 五 的 底 , 所 以 根据 归纳 

法 假设 ，|DD"| 是 底 的 体积 的 平方 。 此 外 ， 标 量 B1B' 是 高 的 长 度 

的 平方 , 所 以 我 们 得 到 所 要 求 的 关于 44" 的 底 X 高 的 公式 ， 
: : 证 毕 

在 行 数 为 2 的 特殊 情形 中 , 显然 有 144'|= 二 1]4j:) 4 二 141>， 
于 是 我 们 就 证 明 也 

定理 8 设 4 是 任意 7X 名 实 和 矩阵, 它 的 各 行为 al …，an 则 
凡 的 行列 式 (除了 可 能 相差 一 个 正 负 号 外 ) 是 可 ,中 以 Qi …，Qn 为 
棱 的 平行 六 面体 的 体积 . 

行 的 任意 置换 并 不 改变 行列 式 的 绝对 值 ， 所 以 这 个 定理 还 表 
肖 , 平行 六 面体 的 体积 定义 与 楼 的 排列 顺序 无 关 ， 当 m 二 n 时 , 这 
小 论证 还 可 用 到 定理 7 的 公式 ， 当 =n 时 ,行列 式 |4| 常 常 称 为 
1，…, 0 为 楼 的 平行 六 面体 的 “ 带 符 号 ”的 体积 ， 用 任意 奇 置换 
可 使 它 的 符号 改变 . 

定理 9 一 个 即 维 欧 几 里 得 夭 量 空 间 的 线性 变换 了 一 太 P， 合 
得 所 有 2 维 平 行 六 面体 的 体积 乘 上 因子 士 | 刀 |， 

证 明 ”考虑 一 个 平行 六 面体 , 它 分 别 以 行 矢 量 41,…, 4 为 7 
个 楼 ， 行 天 量 44，…，4 被 变 成 41.P,…, 4nP: 含有 这 些 新 行 矢 
量 的 拭 阵 吕 是 挎 阵 乘积 4P， 其 中 4 具有 行 41,…，4,， 那 么 新 的 
融和 人 符 的 体积 等 于 14P|=14j1P), 这 里 141 是 原来 平行 六 面体 


由 证 明 这 个 定理 的 基本 步骤 最 禄 是 由 本 S，Frame 教授 提出 芍 . 
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的 体积 . 

由 此 推出 , 变换 了 = XP 使 “ 带 符 号 ”的 体积 保持 不 变 当 且 仅 当 
变换 算 阵 满 是 |P| = 1 所 有 具有 这 种 性 质 的 矩阵 (或 所 有 变换 ) 组 
成 的 集合 称 为 么 模 群 有 财 这 种 群 扩 大 成 包含 所 有 满足 | 刀 = 士 ] 
的 矩阵 (也 就 是 , 保持 体积 绝对 值 不 变 的 所 有 变换 )， 

n 维 欧 儿 里 得 空间 中 ， 任 意 区 域 了 的 体积 可 以 粗略 地 定义 好 
下 : 用 一 组 有 限 个 给 定形 状 和 方位 的 平行 六 面体 本 ，…, ,外接 
于 下 然后 求 和 忆 V (I;), 定义 了 的 体积 是 所 有 这 种 平行 六 面体 的 
不 同 集合 的 体积 和 的 最 大 下 界 (第 四 章 ). (在 积分 学 中 , 这 一 般 是 
可 以 做 到 的 , 那些 平行 六 面体 是 其 边 平行 于 坐标 轴 的 立方 休 . ) 

根据 定理 9, 具有 和 矩阵 PP 的 线性 变换 以 1: |P| 的 比例 改变 任意 
平行 六 面体 的 体积 ， 因 此 它 也 以 同样 的 比例 改变 了 的 体积 ， 因 为 
平移 使 体积 保持 不 变 , 所 以 我 们 得 到 下 面 结果 . 

推论 ” 仿 射 变换 了 二 了 P+ 下 使 所 有 体积 来 上 一 个 因子 Pl 
(或 更 确切 地 说 , 是 来 上 |P| 的 绝对 值 ). 


3 题 
1. (a) 计算 平面 上 以 (0, 0)，(3, 0), (1, 4) 和 (4, 4) 为 顶点 的 平行 四 边 形 
的 面积 . 
(b) 计算 空间 中 以 (0, 2, 0)，(2, 0, 0)，(1, 1, 5) 和 (0, 0, 0) 为 相 邻 项 
点 的 平行 六 面体 的 体积 . 
2. 证 明 : 任意 三 角形 的 三 条 中 线 把 三 角形 分 成 面积 相等 的 六 部 分 . ( 提 
水 : 用 仿 射 变换 把 三 角形 简化 为 等 边 三 角形 的 和 情形.) 
3. 证 明 : 任意 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 把 平行 四 边 形 分 为 面积 相等 的 
四 部 分 . 
4. (a) 设 忆 是 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 ， 证 明 : 过 PP 的 任意 直线 把 平 
行 杀 边 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 . 
(b) 把 这 个 结果 推广 到 三 维 情形 , 
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5， 描述 沽 个 平面 ,和 们 把 四 面体 分 为 体积 相等 的 六 部 分 . 
6 用 平面 三 角 直 接 证 明 : 由 和 天 量 E= (zzz) 和 7 一 (22 引 成 的 税 行 
沾边 形 的 面积 4 满足 等 式 
| WX! |” 
lly! gz 
7. (a) 证 明 : 如 果 万 ,中 的 m 个 矢量 ch .an 线性 相关 . 那么 由 这 
个 天 量 张 成 的 平行 六 面体 的 m 维 体积 往 于 零 ， 
(b) 哲 述 并 证 明 这 个 结果 的 逆 命 题 ， 
8. 证 明 : 在 正 交 第 阵 群 中 ， 所 有 满足 14|=1L 的 些 阵 ( 称 为 " 真 ” 正 六 第 
阵 ) 构成 指数 为 2 的 正规 子 群 . 
9. (a) 证 明 : 对 应 4P>|4| 把 全 线性 群 癌 态 地 映射 到 由 非 零 标 量 组 成 ， 
的 乘法 群 
(b) 证 明 : 么 模 群 是 全 线性 群 的 正规 子 群 . 
(Cc) 广义 人 么 模 群 ( 即 押 有 满足 | 己 |= 士 1 的 矩阵 了 P) 是 全 线性 群 的 正 
规 子 群 吗 ， 
10. (a) 证 明 : 如 果 4 是 以 ci …, Qnm 为 行 的 任意 矩阵 ， 那么 447 是 
由 内 积 构 成 的 年 阵 ((ci a))). 
(2) 用 (a) 证 明 : 如 果 ct am 是 一 组 正 交 矢量 , 那么 
144=j = 一 人 ccol)2 
11. (a) 如 果 4 是 nxn 实 矩阵 ,利用 定理 7 的 证 明 来 证 明 |447| 宇 0. 
证 明 ， 当 mm 二 2 时 , 这 个 结果 就 是 $ 7. 10 定理 18 中 的 施 瓦 枇 不 等 式 ， 
(b) 证 明 : 以 (0, 0, 0), (zi, Yi, 21) 和 (Xs, 91,22) 为 项 点 的 三 角形 面 


A> = 一 


时 t 了 _ V1 Yl 21 
积 忠 2 144"|,, 其 中 4 ( Ys ,) . \ 
*(c) 以 沿 z 轴 , y 轴 , z 轴 的 三 个 单位 线段 为 楼 的 四 面体 的 体积 为 三 


证 明 ; 以 cu cz as a4 为 顶点 的 四 面体 的 体积 是 二 [BB"1 了 3， 其 中 马 是 


Xn 和 众 阵 ， 它 的 三 行 分 别 为 CG G3 QR Ca C1. 
*(d) 推广 到 高 维 的 “四 面体 ” 
*12， 设 一 天 二 0 下 (7 一 1，…， 了 有) 


{a) 证 明 : 如 果 Qi= (Gi *, Gin), 那么 |a;| 夺 KM nn. 
es A401 。 


(b) 证 明 : |4| 志 [as| :|as|…|a,| 二 Km 阿达 玛 (Hadamard) 行 
列 式 定理 )， 


$ 10.4 特征 多 项 式 


我 们 已 经 看 到 (8 9. 2 定理 5) 4 是 nxn 给 阵 4 的 特征 根 ( 特 
征 值 ) 当 且 仪 当 和 矩阵 4 一 和 是 奇异 的 ， 根 据 定理 3， 也 就 是 当 且 仅 
当 |14 一 471 =0, 这 就 证 明了 下 面 的 ?| 理 . 

引 理 矩阵 4 的 特征 根 (特征 值 ) 是 满足 |4 一 47|=0 的 标 : 
量 4. 

在 化 简 矩 阵 为 对 角 型 时 , 如 果 化 简 是 可 能 的 , 这 个 引 理 提供 了 
一 个 直接 的 方法 . 

例 设 4 是 实 对 称 和 矩阵 


1 3 0 
4=| 3 —2 一 1 
0 -1 1 


那么 按 第 一 行 的 子 式 展开 1 4 一 AI|， 
1—A1 3 0 
3 一 2 一 4 —1 
0 -1 1-4 
进行 因 式 分 解 得 到 |4 一 本 | = 一 (4 一 DG 和 (4 一 3), 所 以 4 的 特 : 
征 根 是 1,3, 一 和 一般 地 , 为 了 求 3x3 矩阵 的 特征 根 ， 我 们 必须 
解 一 个 三 次 方程 , 象 8 4.4 或 者 8$ 5,5 中 那样 求解 . ) 对 每 个 特征 根 
都 存在 变换 Ti 的 一 个 特征 矢量 . 
因为 


14 一 47| = 二 一 人 十 134 一 12. 


(%, 9 2) 了 4 一 (ZX 十 32 3 一 9 一 2 一 y 十 2)， 
矢量 = (x，y，2z) 是 属于 特征 根 4=1 的 特征 矢量 当 且 仅 当 z 十 
3 一 0 JYZ 一 2 一 2 一 3， 一 8 十 2 一 2 也 就 是 当 且 仅 当 yy 0 和 z 二 3%,, 
。402 。 


于 是 得 到 = (x, 0, 3Z)， 类 似 地 ，*= (x, y, 2) 是 属于 特征 根 4=3 
的 特征 和 关 量 当 且 仅 当 xz 十 3 一 3z, 3x 一 2 一 2 一 3 一 9 十 2 一 3z， 于 
是 5 只 能 是 天 量 (3, 2, 一 蕊 的 标量 倍 . 同样 , 属于 特征 根 4= 一 4 内 
桂 征 矢量 是 矢量 (一 3, 5, 1) 的 标量 倍 ， 这 三 个 特征 矢量 
(1, 0, 3)， (3, 2, —1), (一 3, 5, 1) 
相互 正 丈 ， 因 此 它们 线性 无 关 .， 以 这 三 个 矢量 为 行 的 矩阵 己 是 非 
可 寞 的 .对 于 由 这 三 个 舌 量 构成 的 一 组 新 基底 , 变换 了 4 是 非 奇 天 
的 , 它 对 应 的 矩阵 是 P4P-: (参看 § 9.2 定理 3 和 定理 4)。 我 们 
还 可 以 把 这 组 基底 标准 化 , 得 到 特征 矢量 的 标准 正 交 基 


1 1 
m= Tl 0, 3), 02 = 73, 2， 一 1)， 


1 
cs 一 7 了 (一 3， 5， 1)， 


以 这 三 个 天 量 为 行 的 矩阵 外 是 正 交 的 ， 并 且 84Q-1=Q@4Q' 是 对 
角 和 矩阵 , 其 对 角 线 元 素 为 1, 3, 一 4. 
上 述 3x3 对 称 算 阵 4 是 二 次 型 如 十 6zy 一 2 一 2yz 十 2z2 的 第 
阵 . 前面 的 分 析 表 明 , 这 个 二 次 型 对 于 标准 正 交 基 (“ 主 轴 ”)&i, ay， 
0s, 表 为 对 角 型 x* 十 3y? 一 422. 
一 般 地 , 扩 4 是 任意 nxw 甜 阵 . 因为 行列 式 是 一 个 多 项 式 , 对 
每 一 行 的 元 素来 说 是 线性 的 ， 所 以 行列 式 |4 一 4IT| 是 未 定 元 4 的 
2 次 多 项 式 : 
1 4 一 4 旭 | 三 (一 1] ?4 十 D -14 十。 十 514 十 六 (14) 
我 们 将 定义 4 的 特征 多 项 式 是 c4(4) =14 一 471 ,4 的 特征 方程 是 
方程 14 一 AT | 二 0. 现在 将 上 面 的 引 理 重 述 如 下 : 
定理 1 矩阵 妇 的 特征 根 ( 特 征 值 ) 是 和 4 的 特征 方程 的 根 . 
因为 任 彰 复 多 项 式 有 至少 有 一 个 根 ， 所 以 我 们 得 出 下 面 推论 : 
推论 ”在 复数 域 上 ， 一 个 线性 变换 至 少 有 一 个 ( 非 需 ) 特征 
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矢量 . 
定理 1]] 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 . 

”证 明 设 两 个 相似 的 乍 阵 是 4 和 号 = 已 4P， 因 为 1P | = 
[PI-!,， 并 且 [ 己 | 是 标量 ， 所 以 可 以 交换 ， 于 是 由 行列 式 乘法 法 则 
得 出 

IP-14P—AI|=|P-!AP—AP-iIP|=|P-1(4—AI)P| 
=|P-1j.|A—AII.|IPI=!A—AII. 
因此 我 们 得 到 一 个 推论 : 14 一 47| 的 逐个 系数 
po 一 |4|， 


0, -2 = (~—D)"2>, (Gj ;0;;— 001), 

0,-1 = (一 1 (gu 二 Tt 二 Gnn) 
是 秆 阵 4 在 相似 群 4 一 > P-L4P 之 下 的 不 变量 . 关于 5 的 某 些 适 
当 的 多 项 式 给 出 另外 一 些 有 用 的 不 变量 ， 在 这 样 的 不 变量 中 ， 有 


一 个 是 


种 | 
2 
> Gij0ji = > a 二 2 > Gj0ji 


=06r-1+ (—1)" 2D, -2. 

对 于 对 称 和 矩阵 的 情形 , 这 个 不 变量 就 是 工 087: 

因为 |4' 一 4T|= 二 1(4 一 47)"|==|14 一 AI| (根据 定理 1)， 我 们 
还 有 

推论 答 阵 4 和 它 的 转 置 矩阵 4" 具有 相同 的 特征 多 项 式 , 因 
此 具有 相同 的 特征 根 . 

定理 12 对 角 线 元 素 为 0 do,…, dn 的 三 角形 矩阵 了 的 特征 
多 项 式 是 
* 404。 


| 了 一 4 丰 = (di 一 2 (一 力 ……(G 一 4) ， 

因为 全 一 4 本身 也 是 三 角形 和 矩阵， 所 以 根据 $10.1 的 引 理 2 
便 得 到 定理 的 证 明 ， 由 此 得 到 推论 : 对 角 线 元 到 (可 以 重复 出 现 ) 
集合 是 由 特征 多 项 式 的 全 体 根 (有 的 是 重 根 ) 组 成 ， 因 此 对 于 两 个 
相似 的 对 角 和 矩阵 ， 对 角 线 元 素 集 合 和 每 个 对 角 线 元 素 出 现 的 次 数 
各 息 一 样 的 ， 这 可 以 夕 述 如 下 : 

推论 ”两 个 对 角 矩 阵 是 相似 的 当 且 仅 当 只 是 它们 的 对 角 线 元 
京 的 次 序 不 同 . 

相似 性 的 这 个 性 质 给 实 二 次 型 的 正 交 变换 (8 9. 10) 以 新 的 解 
释 ， 如 二 有 具有 年 阵 4 的 二 次 型 和 4X 通过 正 交 变换 ZZ 一 XP 化 戊 
对 角 殖 和 寻 4 十 … 十 4sza， 那 么 这 个 新 二 次 型 的 对 角 和 邱 阵 是 忆 = 
PAP'， 因为 P 是 正 交 和 矩阵 , 所 以 P'==P"1，D 王 PAP-'!， 因 此 新 佐 
阵 人 DD 与 原 矩 阵 4 是 相似 的 ,所 以 DD 的 特征 值 4 …, 4; 与 已 知 和 矩阵 
4 的 特征 值 相 同 ， 这 吏 给 出 下 面 $ 9. 10 定理 21 的 更 踢 的 形式 : 

定理 13 任意 实 二 次 型 及 4X" 可 以 用 正 交 变换 化 成 对 角 型 
4.zf 十 … 十 An22, 其 中 系数 4; 是 44 的 特征 方程 14 一 41 = (四 一 入 
(hn 一 4) 二 0 的 根 . 

特征 方程 以 及 它 的 根 是 由 短 阵 4 唯 一 确定 的 ， 这 就 证 明了 对 
角 型 本 质 上 的 唯一 性 ， 并 且 给 出 直接 计算 系数 的 方法 .知道 了 系 
数 以 后 ， 我 们 还 可 以 按照 上 面 指 出 的 方法 计算 出 与 此 相 联 系 的 竺 
征 和 天 量 作 为 主轴 

因为 我 们 知道 , 任意 实 对 称 和 矩阵 正 交 等 价 于 实 对 角 秆 阵 , 所 以 
我 们 得 到 

推论 ” 实 对 称 矩 阵 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 . 

附注 “如果 4 是 对 称 算 阵 ， 那 么 属于 不 同 特征 值 4i 季 42 的 特 
征 矢 量 X! 和 和 Xs 必然 是 正 交 的 ， 因 为 双 线 性 表达 式 人 可 以 按 
两 种 方法 来 计算 : 
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(X14)X; =A1 (XX2), 
X11(AX; ) =ZX1(X.A)' =4,(XIX; ). 
因为 处 夭 42, 所 以 了 1X; 一 定 是 零 , 因此 Xi 与 XX; 正 交 . 
因此 ， 如 果 nx 对称 矩 阵 4 有 % 个 不 同 的 特征 值 4 …， 4;， 
那么 任意 % 个 相应 的 特征 矢量 忌 , …, 和 是正 交 的 , 并 且 以 单位 矢 


量 妇 L 和 为 行 的 正 交 矩阵 己 使 得 PAP' 一 PAP-! 成 为 对 角 


习 着 
1， 设 也 是 对 角 生 阵 , 其 对 角 线 元 素 为 3,1, 一 1, 而 卫 是 以 (1,2, 一 3),(0， 
一 1, 4), (0, 0 1 为 行 的 三 角形 和 矩阵， 计算 P71DP 的 特征 方程 ， 并 与 如 的 畦 


征 方程 进行 比较 . 
2. 计算 下 列 各 秆 阵 的 特征 值 和 特征 矢量 

一 ] 2 2 3 2 2 

"|( 2 2 ?} 0 ( 1 4 ') 
-3 -6 6 一 4 一 4 一 ] 
| 9 0 

(c) li 一 2 :| 
0 0 7 


3. 求 二 次 型 zy 十 yz 十 zx 十 XZ 十 y 十 2 二 1 的 主轴 长 度 ， 
4， 写 出 在 正 交 变换 之 下 等 价 于 下 面 给 出 的 表达 式 的 对 角 二 次 型 : 
(a) 2z? 一 1182 一 5z2 十 473g 十 1692 十 20z2，(〈 提 示 : 证 明 所 有 整数 特征 值 


是 9 的 倍数 . ) 
(b) 32: 一 纺 一 322 一 思 一 473 一 108 
5， 写 出 把 习题 4 的 每 个 二 次 型 化 为 等 价 的 对 角 型 的 正 交 变换 ， 
6. 求 出 2x2 矩阵 的 特征 值 相等 的 殉 分 必要 和 条件. 
7. 求 出 其 特征 值 为 1 和 一 1 的 全 部 2xX2 矩阵. 


- A 0 
8， 证 明 : 如 果 4 入 都 是 方 阵 , 那么 矩阵 ( ， ) 的 特征 多 项 式 是 


各 B 的 特征 多 项 式 的 乘积 
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9， 证明. (14) 式 中 的 8 二 十 (co 十 … 十 os)，( 不 变量 ci 十 … 十 Gan 
称 为 4 的 迹 .) 
10， 证明: (14) 式 中 的 加 -= (一 D > (gi0jj 一 G9). 
1 证 明 :， 对 于 对 称 矩 阵 有 Za4 一 如 -1 十 (一 1) ”125-2 
12、 从 定义 直接 证 明 : 实 对 称 矩 阵 4 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 . (提示 : 
对 于 特征 矢量 耻 ， 证明 马 4( 怀 *)= 一 不 又 ( 素 *)T 一 人 # 系 (不 ?)*， 这 里 瑟 * 表示 
支 的 复 共 辆 . ) 
13. (a) 证 明 : 埃 尔 米 特 矩 阵 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 . 
(b) 证 明 : 全 体 特 征 矢量 张 成 所 有 舌 量 组 成 的 宇 间 ， 
*]4. 证 明 : 每 个 西 第 阵 0 有 一 个 满足 弓 =aé 的 特征 和 量 5&, 共 中 | dl 
一 上 
15. (a) 证 明 ， 如 果 和 矩阵 4 对 于 特征 值 4; 有 7? 个 线性 无 关 的 特征 天 
量 , 那么 特征 多 项 式 cs(4) 是 (4 一 4 和 7 的 一 个 倍 式 . 
(b) 对 任意 7, 构造 一 个 xr 入 阵 4, 使 得 c4(4) 一 (4 一 4 而 对 
于 特征 值 4,, 没有 两 个 线性 无 关 的 特征 矢量 . 
16， 通 过 对 线性 变换 耻 F> 卫 4 所 进行 的 如 下 分 析 , 证 明 实 对 称 矩 阵 4 的 
主轴 定理 . 
(a) 和 扼 阵 4 有 一 个 长 度 为 工 的 特征 和 关 量 Qj 
(b) 如 果 把 ci 选 作 新 的 标 肉 正 交 基 的 第 一 个 矢量 ， 那 么 已 知 变换 
的 新 矩阵 的 第 一 行 和 第 一 列 除了 第 一 个 元 素 外 其 他 元 素 都 是 零 
(c) 用 归纳 法 继续 完成 上 面 的 论证 . 


*17， 证明: 椭 球 Zayziay<1 的 体积 等 于 全 14 其 中 4- (oo)， 
(提示 : 变换 到 主轴 上 , 并 用 定理 9.) 


$10.5 极 小 多 项 式 


和 矩 阵 在 相似 变换 下 标准 型 的 构造 依赖 于 对 和 矩阵 或 相应 的 变换 

所 满足 的 多 项 式 方程 的 研究 ， 尤 其 是 ， 设 下 是 域 有 上 的 郊 维 矢量 
空间 ， 了 :7 一 > 是 了 的 线性 变换 ， 了 全 的 各 次 项 T" 也 是 的 线性 变 
换 ， 因 为 线性 变换 还 可 以 相 加 或 乘 上 一 个 标量 ， 所 以 对 每 个 形 为 
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f(x) 二 go 十 oY 十 … 十 gzx* 《其 中 系数 9;E8F) 的 多 项 式 ， 我 们 可 以 
芳 碟 相应 的 关于 了 的 多 项 式 
f OT) =o aT ta Tt. (15) 
它 表 示 一 个 线性 变换 f(D):V->V, 特别 是 常数 多 项 式 用 zx) 二 1 产生 
恒 等 变 换 T:V->V. 因为 TT 的 星 是 可 交换 的 (T”T!=7T?T"=T™+!)， 
所 以 多 项 式 f(T) 可 以 象 多 项 式 fz) 那 样 相 加 和 相 乘 . 
类 似 地 , 元 素 在 中 的 每 个 nx 矩阵 4 产生 出 4 的 多 项 式 
f(A)=aol Tardi+.…+oa,A®’, (16) 
它们 还 是 元 素 在 了 中 的 nxn 垂 阵 ， 因 为 恰好 存在 mw 个 线性 无 关 
的 了 上 的 wxw 和 矩阵, 所 以 ww* 十 1 个 矩阵 I,A，…，4A” 一定 线性 相 
关 ， 并 且 这 种 相关 关系 提供 了 一 个 次 数 至 多 为 mw 的 非 零 多 项 式 
f(z),， 满足 了 (4) =0. 由 于 %x2 矩阵 和 了。 的 线性 变换 之 同 存 在 
同 构 4 ->7T4， 所 以 对 7? 维 矢 量 空间 下 的 每 个 线性 变换 人 也 存在 一 
个 非 零 多 项 式 f(z) 使 得 f(T)=0 
定理 14 对 域 玉 上 有 限 维 矢量 空间 下 的 每 个 线性 变换 使 
得 了 (了) 二 0 的 百 上 的 多 项 式 (2) 是 唯一 的 首 一 多 项 式 m(z) 的 
信和 式 ， 
证 明 考虑 了 上 福 足 f(T) =O 的 所 有 多 项 式 f(z) 组 成 的 集 
合 用. 我 们 刚刚 看 到 及 包含 非 零 多 项 式 ， 而 且 肛 关于 加 法 、 减 法 
和 用 任意 多 项 式 9(z) 相 乘 的 三 种 运算 是 封闭 的 , 因此 及 是 环 F[x] 
中 的 一 个 理想 ， 因 此 根据 $ 3. 8 定理 11, 及 是 由 满足 m(T) =0 的 
次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 m(x) 的 全 体 倍 式 组 成 ， 
我 们 称 m(z) 是 了 的 极 小 多 项 式 ， 它 是 具有 下 述 性 质 的 首 一 
多 项 式 : 
m(T)=0; 由 (2)=0 推 出 m(z)|f(z)， (17) 
这 里 记号 m(z)|f(z) 表 示 在 多 项 式 环 F[x] 中 m(x) 整 除了 (x)( 象 
第 二 华 那 样 )、 对 %x ”矩阵 4 的 极 小 多 项 式 可 做 类 似 的 描述 ， 它 
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等 同 于 F”" 上 相应 变换 ZT 的 极 小 多 项 式 . 因为 相似 的 矩阵 古 同 一 
个 线性 变换 的 不 同 表示 , 所 以 我 们 有 

推论 ” 域 吾 上 的 相似 矩阵 有 相同 的 极 小 多 项 式 . 

作为 一 个 例子 , 我 们 考虑 寡 零 变换 (或 输 零 矩阵) 即 对 天 个 了 
满足 T”=0 的 线性 变换 了 ”因为 卫 满 足 7”*=0, 所 以 它 的 极 小 多 
项 式 是 x", 其 中 是 某 个 整数 ， 事 实 上 是 满足 人 = 二 0 的 最 小 正 
整数 . : 

特殊 情形 是 假定 4=%n。 因 为 7 1 二 7"-! 才 0， 所 以 在 在 一 个 
矢量 满足 ag7”"-! 关 0 我 们 断言 ,&, qT, qT?,，…, gq7" 这 % 个 和 
量 是 线性 无 关 的 ， 如 果 不 然 ， 则 存在 线性 相关 关系 0=aoa 十 maT 
十 … 十 Qn-1QT"1, 其 系数 不 全 为 零 ， 如 果 4; 是 第 一 个 不 为 零 的 系 
数 , 那么 我 们 就 用 T"- 生 ! 乘 这 个 方程 两 边 得 到 

0=07"7-1=goTHT" 11 = gaT"-!, 

而 这 里 选取 的 & 满足 aT*-! 才 0, 因此 a; 二 0, 下 盾 ， 当 选取 a, a7， 
…, cx 这 些 线性 无 关 矢 量 作 为 基底 时 ， 了 把 每 个 基 拓 量变 到 下 
一 个 基 矢 量 ， 并 把 最 后 一 个 基 舌 量变 为 零 拓 量 ， 因 此 人 用 nx% 什 


0 0 0 | 

0 0 0 :… 0/ 
这 个 矩阵 中 非 零 元 素 都 是 1， 它 们 分 布 在 紧 挨 主 对 角 线 上 面 的 一 
条 对 角 线 上 .这 个 矩阵 显然 是 寡 零 矩阵 ， 它 称 为 多 项 式 丸 的 “ 友 
矩阵 ”， | 

更 一 般 地 , 对 每 个 % 次 首 一 多 项 式 
: g(z) 一 Co 十 CIZ 十 十 Ca-122 1 十 2n 3 
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我 们 可 以 构造 一 个 以 9(%) 为 极 小 多 项 式 的 nxww 和 矩阵 .这 个 矩阵 
称 为 9(z) 有 的 友和 矩阵 , 例如 ?一 4 时 ， 


0 1 0 
0 0 1 0 
C0,= ; 18) 
" 0 0 0 1 ( 
— Co — eI ——C» 一 (3 


对 于 任意 ?，Cv 的 紧 挨 主 对 角 线 上 面 的 一 条 对 角 线 上 的 元 素 都 是 
1, 最 后 一 行 的 元 素 是 一 co …, 一 cu-b 其 余 元 素 都 是 零 

定理 19 对 每 个 首 一 多 项 式 9(z2)， 友 矩阵 Co 有 极 小 多 项 式 
9(Z) 和 特征 多 项 式 ( 一 1)"9(4)， 

证 明 设 了 是 克 的 用 形 如 (18) 的 友和 矩阵 C, 所 表示 的 线性 变 
换 . 因为 这 个 矩阵 的 各 行 分 别 是 严 的 单位 矢量 e1,…，e, 的 变换 
式 的 坐标 , 所 以 我 们 有 

Ci 了 一 eye En_-1 = ey, 
en 一 一 C081 一 一 Cu-1en。 
换 名 话说 ,矢量 ej, et 25 是 严 的 一 组 基底 ， 所 以 任意 矢 
量 扣 可 以 唯一 地 写成 
5 一 Co081 十 QI 有 一 十 On-12177 一 el 了 (7)， (19) 
这 里 从 XY) 二 qo 十 qz 十 十 qn-1w"-! 是 次 数 至 多 为 % 一 1 的 多 项 式 . 
进一步 有 Ee17" 二 一 Co81 一 一 Cn-161T”71, 所 以 e19(T)==0， 因 此 
对 任意 矢量 5， 
sg(T)=ef (7T)g9(T) =erg(T)f(T) =:0, 

这 就 断言 ， 了 满足 首 一 多 项 式 方程 9(T) 0， 对 于 任意 次 数 较 低 
的 多 项 式 J(w) 才 0, 由 (19) 式 可 知 el (7T) = 二 0， 因 此 了 C7) 才 0. 
于 是 9(z) 确 实 是 Cs 的 极 小 多 项 式 ， 

C 的 特征 多 项 式 是 通过 把 行列 式 1C, 一 47| 按 最 后 一 行 的 子 
式 展 开 求 得 的 .因为 一 cz 的 子 式 是 三 角形 矩阵 ， 它 的 对 角 线 元 素 
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有 天 个 是 一 4 其 他 都 是 1 所 以 10Cs 一 条 | 确实 每 于 (一 1)”9g( 人 ), 这 
里 出 现 符号 (一 1)"* 是 因为 任意 %nXxwn 第 阵 的 特征 多 项 式 的 首 项 都 


是 (一 1) AL 


习 是 
z 0 1 
1，(a) 证 明 ， 任意 清 足 X? 一 0 的 2X2 甜 阵子 相似 于 矩阵 ( 。 “。 ) 或 
0 0\ 
者 X 是 ( 0 ,) 


(b) 对 3 关 3 和 矩阵 证 明 相 应 的 结果 . 
2. 证 明 : 每 个 实 2x2 短 阵 ， 如 采 它 的 行列 式 是 负 的 , 那么 它 同 对 角 甜 
阵 相 似 ， 给 出 几何 解释 . 
3. (a) 对 任意 n%X%w% 非 癌 异 矩 际 P, 证 明 ; 对 应 外 >PAP-! 是 所 有 
有 %X% 算 阵 4 的 代数 的 自 同 构 . 
(b) 根据 (a) 直接 证 明 : 相似 盾 了 泗 有 相同 的 极 小 多 项 式 ， 
4. 证 明 ; 任意 对 角 和 矩阵 的 特征 多 项 式 是 它 的 极 小 多 项 式 的 倍 式 ， 什 么 
持 候 两 者 相同 ? 
“5。 (a&a) 证 骨 : 每 个 行列 式 为 负 的 2X2 实 正 交 年 阵 表 示 一 个 刚体 反 
射 ， (提示 : 见习 题 2, 或 89.4.) 
(b) 证 明 :， 每 个 行列 式 为 正 的 2X2 正 交 和 矩阵 表示 一 个 刚体 旋转 ， 
“6. (a) 证 明 : 任意 3x3 实 矩 阵 4 有 一 个 实 特 征 舌 量 ， 
(b) 证 明 : 任意 3X3 正 交 和 矩阵, 在 基底 的 正 交 变换 下 ， 它 相似 于 


+1 0 
) 的 矩阵， 这 里 万 是 2x2 正 交 年 际 ， 


(ce) 几 习 题 5 证 明 : 如 果 4 是 3x3 正 交 矩阵， 并且 14|>0, 那么 
4 有 一 个 特征 植 是 1, 而 且 4 表示 刚体 旋转 ，( 这 就 是 欧 拉 定理 ,) 
7， 证 明 : 如 果 4 是 4 的 特征 值 , gq(7) 是 任意 多 项 式 , 那么 g(4) 是 
唱 (4) 的 特征 值 . 
“8. (a) 证 明 : 惩 阵 


形 为 ( 


< 
< 后 一 后 
SS oO 


A411 。 


的 特征 值 为 士 1, 十 i 即 复 四 次 单位 根 . 
(b) CO 的 复 特 征 和 天 量 是 什么 ? 
(c) C 与 什么 样 的 复 对 角 和 矩阵 相似 ? 
9。 一 个 %nX% 算 阵 ， 如 困 它 满足 对 一 切 2, 7， Qj diti: ;#1( 其 中 下 标 对 
5 都 取 模 ?整数 )， 则 称 这 个 矩阵 为 轮换 矩阵 证明， 任意 轮换 矩阵 的 特征 
值 Ap 是 
1 一 0 十 G1202 十 …… 十 GinD' "7, 


式 中 四 是 3 次 本 原单 位 根 . (提示 :; 利用 习题 7 和 习题 8.) 


8 10.6 山菜 -哈密 顿 定理 

我 们 现在 将 要 证 明 , 每 个 方 阵 4 都 满足 它 的 特征 方程 , 也 就 是 
说 , 4 的 极 小 多 项 式 整除 4 的 特征 多 项 式 ， 

用 和 矩阵 多 项 式 或 者 4- 矩阵 的 概念 很 容易 证 明 上 述 性 质 , 4- 拖 
阵 4 一 27， 是 指 以 多 项 式 为 元 素 的 和 矩阵， 把 1 的 同 次 宕 的 项 合 
并 , 我 们 可 以 把 任意 非 零 1- 矩阵 B(4) 写 成 下 面 形式 

B(N) =Bo ,ABi+ +NB,, 

这 里 B; 是 常数 矩阵 , B, 二 0, (等 式 意味 着 两 边 的 矩阵 各 个 元 素 中 
4 的 每 个 相应 系数 都 相等 . ) 

引 理 ”如果 C 二 B() (4 一 4 了) 是 常数 矩阵 , 那么 O=O. 

证 明 展开 B(4) (4 一 条 ), 我 们 得 到 


—AN1B + SM (BA—Bi-1) + Bod, 


k=1 
如 果 它 是 常数 矩阵 ， 意味 着 B,=0，BA4 一 B,.1 一 0, 二 1, …,7， 
获得 B(2) =0， 现 在 结论 显然 成 立 . 

定理 16( 凯 莱 - 哈 密 顿 ) 每 个 方 阵 满 足 它 的 特征 方程 . 

这 意味 着 , (1 人 的 特征 多 项 式 f(D) =14 一 社 | 中 ,如 果 24 的 每 
个 笑 A 用 矩阵 4 的 同 次 箱 4' 代 圭 ，( 并 县 加 用 49= 了 人 代 赫 ), 其 
结 末 龙 零 : 

*° 412，。 


bol +biA+ +b 1A" -1 (1)"A"=0. (20) 
证 明 在 矩阵 4 一 47 中 ， 每 个 元 素 都 是 4 的 线性 多 项 式 ， 所 
以 它 的 非 零 子 式 也 是 4 的 2 一 1 次 或 小 于 2 一 工 次 的 多 项 式 .4 一 4 
的 伴随 矩阵 C 的 每 个 元 素 是 这 样 的 子 式 ， 所 以 这 个 伴随 和 插 阵 可 以 
写成 名 个 矩阵 的 和 , 这 % 个 矩阵 分 别 包 含 4 的 固定 的 害 X40, 4 
.换血 话说 , 伴随 年 阵 C=C(4) 是 4- 矩阵 C=C(4)=hiC,. 
恨 括 (10) 却 ,4 一 47 与 它 的 伴随 矩阵 的 乘积 是 
CM) (4--17=14 一 1471T= 了 (CD) 工 (21) 
这 里 了) 古 特征 多 项 式 . 
现在 和 注意, 由 熟悉 的 因 式 分 解 公 式 
Ai—AiT= (A144 1) (4 一 20， 
骨 利 用 特征 多 项 式 (14) 的 系数 5b,, 我 们 得 到 


i = 人 0 i = 从 
一 > 0 (4 一 全 了 了) 
一 1 


一 入 5 (4 十 446-2 十 … 


+ -1) (447), 
这 里 14) 是 特征 多 项 式 f() 中 的 4 换 成 4 而 得 到 的 ， 上 式 即 
1(4)—f(VI=—G(4) (4 一 47)， (22) 
其 中 G(D 是 一 个 新 的 休 和 从 阵 如果 我 们 把 (22) 与 (21) 相 加 ， 
便 得 
LC (用 一 G(4)] (4 一 条 ) =f(4), 
上 其 中 4) 是 常数 年 阵 ， 根 据 引 理 , 这 就 推出 f(4) = O. 
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站 题 


1， 通 过 间接 代 人 证 明 :; 每 个 2x2 矩阵 满足 它 的 特征 方程 
2， 证 明 : 如 果 4 是非 奇异 矩阵 , 并 有 特征 多 项 式 (14), 那么 4 的 伴随 短 
阵 电 
一 [BT 十 ba4 十 … 十 pidn-2 十 (一 D)"4o] 
给 出 . 
3， 根 据 习题 2 的 表示 法 证 明 : 4-: 的 特征 多 项 式 为 


一 二 到 A 0 fi- (一 1 
( D"| 4"+ -2 + | 


4，(a) 通过 直接 计算 证 明 : 关于 严格 三 角形 矩阵 的 凯 菜 -哈密 顿 定理 ， 
“(b) 对 三 角形 垂 阵 回 答 同样 问题 . 
5. (a) 用 直接 计算 证 明 : (18) 式 的 4X4 友和 矩阵 0, 满足 它 的 特征 方程 ， 
(b) 对 Rn 次 多 项 式 的 友和 矩阵 敌 同 样 证 明 . 


$ 10.7 不 变 子 空间 与 可 约 性 

如 果 一 个 线性 变换 全 福 足 一 个 可 以 因 式 分 解 的 多 项 式 方程 ， 
那么 表示 了 的 矩阵 常常 能 够 相应 地 简化 例如， 我 们 假定 艺 满 足 
7T? 二 (周期 是 2), 在 基 域 中 1 十 1 才 0, 所 以 (T 一 站 (T+ 站 =0 的 
两 个 因子 是 互 索 的. 7 的 特征 矢量 包含 T+ 了 的 值 域 中 的 全 部 非 
零 秋 量力 =5E(T 十 1), 这 因为 

(ET+DIT=ETI+T) 一 去 (下 十 了) 
这 些 矢 量 7 是 属于 特征 值 1 的 .同样 地 ,四 一 7 的 值 域 中 的 所 有 非 
夫 天 量 是 属于 特征 值 一 1 的 特征 矢量 , 这 因为 
(ET—DIT=ET T=-—T)= -8 (TN. 

而 因为 1 十 1 寺 0, 所 以 任意 矢量 所 可 以 写成 两 个 矢量 的 和 


£=3 LE(T+D)—é(T—7)]. 


因此 属于 特征 值 士 1 的 特征 矢量 张 成 这 个 空间 , 于 是 根据 § 9.2 定 
. 41 了 。 


理 4, 了 了 可 以 用 对 角 线 元 素 是 士 1 的 对 角 和 从 阵 表示 .， 
特别 地 , 如 果 对 角 线 元 素 都 是 1， 则 了 是 恒 等 变 换 ， 并 且 人 的 
极 小 多 项 式 是 x 一 1; 如 果 对 角 线 元 素 都 是 一 1， 则 的 极 小 多 项 式 
是 xX 十 1; 如 果 对 角 线 元 素 既 有 1 又 有 一 1， 则 全 的 极 小 多 项 式 是 
22 一 1， 这 个 分 析 是 下 面 定理 的 特殊 情形 . 
定理 17 如果 线 性 变换 兄 :了 -> 万 的 极 小 多 项 式 Mm(z) 在 下 
的 基 域 已 上 可 以 分 解 因 式 为 9(2) 一 (2)9g(2)， 其 中 了 (和 9Cz) 
是 首 一 多 项 式 , 并 且 互 素 , 那么 了 中 任意 矢量 可 以 唯一 地 表示 成 和 
é=n+é, nf(T)=0, cg9(T)=0. (23) 
证 明 因为 和 9g 是 互 素 的 ， 所 以 由 欧 几 里 得 算法 给 出 系数 
在 了 中 的 两 个 多 项 式 h(z) 和 (2z), 使 得 
1=h(v)f(2) + Ek(r) 9). (24) 
将 了 T 代 入 zx, 得 到 了 = 及 (T)f(T) 十 FCT)g (DD). 于 是 , 对 任意 笑 量 5 
有 
s=sl=n7+é6, 1=éE(T) (TD), 6=éhD FD. 
因为 nf (7T)=E(T)g(T)f(T) =Ek(T)m(T)=0， 类 似 地 , 59 (7T) 
二 0, 所 以 这 就 是 所 要 求 的 分 解 . 
分 解 式 (23) 是 唯一 的 . 因 为 如 乐 5 一 11 十 61 一 112 十 &2 是 两 个 
分 解 式 ， 那 么 %= 人 一 7 三 6 一 上 和 是 满足 af 六 =0 和 ay(7D = 
的 矢量 ， 因 比 由 (24), 有 
gl =ah(T)fOT) 4aE TG TS=0 
于 是 轴 二 ?2，561 王 62， 
定理 17 也 可 按 另 一 种 方式 叙述 ， 子 空间 Si 是 由 所 有 满足 
7f (7T) 一 0 的 矢量 组成, Ss 是 由 所 有 满足 69(T) 二 0 的 矢量 上 组 
成 ， 这 就 是 说 ,51 是 了 (了 T) 的 零 空间 , S, 是 9(2) 的 零 空 间 ， 此 外 ， 
按照 §7.8 中 的 定义 ,了 是 子 空间 5 与 5; 的 直 和 . 这 两 个 子 空 
间 , 每 一 个 都 被 了 映射 到 自身 ,这样 , 按 下 述 一 般 定义 ， 它 是 一 个 
。 了 15 。 


“不 变 ? 子 空间 ， 

天 量 空 间 了 的 子 空间 心 在 线性 变换 了 :7-~>7 之 下 ， 如 果 由 
sc 推出 5TES5, 则 称 信 为 了 之 下 的 不 变 子 空 间 , 这 时 , 对 应 E> 
也 称 为 二 在 心 上 的 导出 变换 . 

亚 然 , 如 来 5S 在 人 之 下 是 不 变 子 空间 , 而 h(w) 是 任意 多 项 式 ， 
孝 么 心 在 &CZ) 之 下 也 是 不 变 子 空间 . 

在 定理 17 中 , 对 每 个 7ES1, 有 nf(T)==0; 因 此, 如果 于 是 了 
在 S11 上 的 导出 线性 变换 ， 那 么 了 TD 的 极 小 多 项 式 是 f(x) 的 因子 
fi1(w)， 类似 地 , S，, 上 的 导出 变换 7 的 极 小 多 项 式 是 g(w) 的 因子 
92(z). 所 以 对 任意 表示 成 (23) 的 矢量 < 有 

ésf1i(T)gs(T)= nf(T) 9 T) + LE T) fT) 
~0+0=0. (25) 
因此 乘积 f(z)g2(x) 可 被 极 小 多 项 式 m(w) = 二 了 (x)g(z) 整 除 ， 因 
为 1 和 9 是 互 素 的 ,这 就 证 明了 ，f(《w) 可 整除 用 (z)，g(x) 可 整除 
92(Z). 但 是 1(w%w) 也 可 整除 了 f(z), 所 以 有 =f 同样 有 92 二 9, 于 龙 
我 们 就 得 到 下 面 的 结果 ， 

定理 17 如 果 Si 和 Ss 分 别 是 定理 17 中 了 (TT) 和 g( 也 ) 的 堆 
空间 , 那么 六 是 尽 1 与 ;的 直 和 , 并且 了 在 i 与 S。 上 的 导出 变换 
TD 和 Ti 分 别 有 极 小 多 项 式 f(x) 和 g(%). 

可 以 通过 很 多 方式 产生 不 变 子 空间 ， 比 如 , 设 f(z) 是 任意 多 
项 式 ， 那 么 变换 f(T):V->7 的 值 域 一 一 即 所 有 矢量 Ef(T)( 共 中 
sEV ) 组 成 的 集合 一 一 是 在 之 下 的 不 变 子 空间 ,这 是 因为 Ef(TDT 
一 (sD)f(T) 也 是 在 这 个 值 域 中 .一 类 特殊 的 不 变 子 空间 是 由 一 
个 天 量 生 成 的 循环 子 空间 .我 们 现在 给 出 定义 . 

已 知 变换 了 :7 一 站 和 和 中 一 个 矢量 w， 显 然 ， 闻 的 任意 子 空 
间 , 如 下 它 包含 %, 并 且 在 TT 之 下 是 不 变 子 空间 ,那么 它 一定 包 含 a 
的 由 了 工 的 多 项 式 f(T) 作 用 而 得 的 所 有 变换 式 af(T)， 但 是 , 所 有 
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这 种 变换 式 的 集合 2。 是 一 个 包含 a 的 不 变 子 空间 , 我 们 称 它 是 由 
& 生成 的 下 - 衢 环 子 空 间 ， 

我 们 现在 考 谨 a 在 全 的 逐次 项 之 下 的 一 列 变 换 式 a 二 al, a7， 
aT?,…。 显然 ， 存 在 第 一 个 与 它 前 面 的 变换 式 线性 相关 的 变换 式 
x7 那么 我 们 有 

aT ea aT lt + co =am,(T)=0, (26) 
这 里 ac x7 ,oa 是 线性 无 关 的 ， 于 是 ms(z)=24 十 cu-i2e-! 
十 … 十 0 和 古 变 换 了 。 的 极 小 多 项 式 ， 其 中 全. 是 全 在 全 -循环 子 空 
上 由 和 .上 的 导出 变换 ;多 项 式 me(z) 称 为 ca 的 卫 - 阶 .注意 ,下 把 2 
的 基 天 量 &, qT，…, gqT"! 中 的 每 一 个 矢量 都 映射 到 它 的 下 一 个 
天 量 , 而 7 一 ! 除外 , 它 被 映射 到 
0 一 一 Co 一 C10 有 一 一 CC 10775 一 1 (27 ) 
对 于 2Q. 的 这 组 基底 &, qT,…, aT!， 表 示 7, 的 矩阵 的 行 是 基 矢 
攻 的 变换 式 的 坐标 (0, 1, 0,…, 0), (0, 0, 1,…, 0),…, (0,…, 0, 1)， 
(一 Co， —Ca-1). 这 个 矩阵 恰恰 是 多 项 式 mew) 的 友和 矩阵 , 所 以 
我 们 就 证 明了 

定理 18 人 在 外 -循环 子 空间 名 ,上 导出 的 具有 全 - 阶 m,(xw) 
的 导出 变换 可 以 用 We(2) 的 友 矩 阵 来 表示 。 

有 反 过 来 , 1 次 首 一 多 项 式 于 的 友 算 阵 Cr 表示 变换 T=To:F" 
> 已 把 PF" 的 每 个 单位 矢量 e; 变换 到 下 一 个 单位 矢量 ei41, 把 
了 最 后 一 个 单位 矢量 e, 变换 到 siZ"， 因 此 , 象 在 (19) 式 那样 ， 整 个 
空间 F" 是 由 el 生成 的 全 -循环 子 空间 , 并 具有 也- 阶 f(z). 

定理 19 如 果 变 换 TT:V->V 的 极 小 多 项 式 是 m(w)， 那 人 么 玉 
中 每 个 矢量 &% 的 人- 阶 是 m(w) 的 一 个 因子 ， 

证 明 因为 m(T)=0,am(T)==0, 所 以 ,由 (26) 式 , m(z) 是 a 
的 7- 阶 m。(z) 的 售 式 . 

推论 下 中 两 个 矢量 a 和 愉 张 成 相同 的 帮 - 循 环 子 空 间 了 .= 

。 了 17 。 


Fg 当 且 仅 当 望 一 Qag( 人 ), 这 黑 多 项 式 9(w) 与 4 的 了 了 - 阶 Mm,(w) 是 互 
证 明 留 作 习 题 ( 习 题 8)。 


站 是 


0 1 
1。 (a) 证 明 : 满足 各 = 一 1 的 任意 2Xx2 实 算 阵 4 与 矩阵 (_ ) 


1 0 
相似 ， 
(b) 证 明 : 不 存在 3Xx3 实 矩阵 满足 4:= 一 
(c) 对 于 满足 4 二 一 了 的 4X4 实 和 矩阵 4， 有 什么 结果 ? 
2. (a) 证 明 : 满足 7T:= 工 的 任意 “ 壬 等 ”线性 变换 TT 的 值 域 和 零 空 间 
是 补 子 空间 (参看 $7.8 的 (35) 式 )， 
(b) 证 明 : 任意 两 个 秩 相同 的 替 等 矩阵 相似 . (提示 :用 (9) 的 结果 . ) 
3. (a) 对 所 有 满足 4 一 7 的 3X3 复 矩阵 进行 分 类 . 
(b) 对 3x3 实 矩阵 解答 同样 的 问题 . 
4， 每 一 个 平面 切 变换 满足 4-+T 一 4 十 4。 求 满足 这 个 方程 的 2X2 气 
际 的 标准 型 ， (提示 : 考虑 形式 4 一 工 ) 
*5， 妆 标量 域 具 备 什么 条 件 时 , 具有 极 小 多 项 式 好 十 z 一 2 的 矩阵 与 2X 
2 对 角 和 矩阵 相似 . 
6. (a) 在 定理 17 中 , 证明: g (7) 的 值 域 同 f(T) 的 零 空 间 相 狠 ， 
(b) 证 明 :， 如 果 了 (TT)g(T) = 二 0, 其 中 f(x) 和 g(x) 是 互 素 的 多 项 式 ， 
那么 , 即使 了 (zw)g (2) 不 是 全 的 极 小 多 项 式 , 定理 17 的 结论 也 成 立 ， 
7. 证 明 : 天 量 < 的 了 - 阶 是 满足 af(T) 一 0 的 次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 
了 于 (2Z)， 
8. 证 明定 理 19 的 推论 ， 
9. 证 明 : 已 知 变换 也: 入 一 了 ， 太 中 的 矢量 < 与 6 具有 互 素 的 全 -了 举 
f(z) 与 9g(w), 那么 4 十 6 具有 人工- 阶 f(x)g (zx). 
+10， 证明: -循环 空间 的 每 个 不 变 子 空间 本 身 是 人 T- 循 环 空间 . (提示 : 
沽 虚 循 环 群 相应 的 性 质 , ) 
11， 如 果 了 (7T) = 二 0, 而 了 (zx) 和 g(x) 是 互 素 的 ， 那么 T 和 g(7) 具 有 相同 
的 傅 环 子 空 间 ， 
s 了 8 。 


$10.83 第 一 分 解 定 理 

在 证 明定 理 17 和 定理 17' 时 用 过 的 结构 可 以 用 来 分 解 一 般 
线性 变换 为 “ 准 素 ”分 支 ， 这 些 分 支 的 极 小 多 项 式 是 不 可 约 多 项 式 
的 知 ， 在 这 个 分 解 中 , & 个子 空 间 的 直 和 的 概念 起 着 重要 的 作 
用 . 

定义 ”我们 称 夭 量 空间 下 是 它 的 子 空间 SiSz 的 直 和 (用 
符号 表示 就 是 = 二 S54"…( 史 Sj), 是 指 六 中 每 个 关 量 5 可 以 唯一 地 

é=m tn MES,, t=1,.,£). (28) 

同 $7. 8 的 定理 16 完全 一 样 , 我 们 可 以 证 明 

定理 20 如 果 玉 有 子 空间 BGS， 其 中 每 个 避 ; 的 维 数 是 
ji 并 有 基底 Qi,…,Qin,, 那么 六 是 Si,…', Si 的 直 和 当 且 仅 当 

Oil ms 021 Ran? 3 pl Wns (29) 
是 了 的 一 组 基底 ，。 
由 此 得 出 ,VV 的 维 数 是 直 和 被 加 项 5; 的 维 数 之 和 %1 十 … 十 ?tx， 
推论 ”如果 玉 是 由 子 空间 Gi ,zs 张 成 , 并 且 
dLP l=a[lSi + .+a[LS,], 
那么 是 1, ,Ds 的 直 和 ， 

如 采 空 间 六 可 以 表示 成 变换 了 之 下 的 真 不 变 子 空间 的 直 和 ， 
那么 我 们 称 线性 变换 了 TT:V>V (或 对 应 于 了 的 矩阵 ) 是 完全 可 
约 的 . 

”定理 21 如果 太 是 不 变 子 空间 Si ,Bi 的 直 和 ， 上 已 知 变换 
在 每 个 子 空间 上 的 导出 变换 用 矩阵 妃 ; 表示 , 那么 下 在 上 可 以 用 
和 矩 阵 
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一 | (30) 


0O 0 … B, 
这 个 矩阵 BB 沿 对 角 线 排列 着 矩阵 块 B1,…, B， 鞭 他 位 置 的 元 
素 都 是 零 , 称 B 为 矩阵 Bi,…, Bi 的 直 和 ,可 以 看 出 ，B 的 任意 多 
项 式 1(B) 是 1(B1),…, (Bi) 的 二 和 . 
证 明 对 每 个 不 变 子 空间 5;, 选取 一 组 基底 ai …; &%iwn,, 所 以 
B; 是 变换 了 在 和 上 对 于 这 组 基底 的 矩阵 表示 ， 那 么 把 这 些 基 矢 
量 合并 在 一 起 构成 整个 空间 的 一 组 基底 (29).， 而 且 人 把 基 矢 量 
Qi Qin, 变 到 第 个 子 空间 的 矢量 ， 因 此 变换 全 对 于 基底 (29) 
可 用 上 述 百 和 年 阵 (30) 来 表示 . 证 毕 
现在 考 乱 在 基 域 上 把 了 的 极 小 多 项 式 m(z) 分 解 成 不 同 的 首 
一 不 可 约 多 项 式 p;(x) 的 第 的 乘积 , 写成 形式 
MKCZ) 一 DZD Dv) ei>0 (31) 
因为 不 同 的 Bi(z) 是 互 素 的 ,所 以 反复 运用 定理 17 就 得 到 
定理 22 如 果 线 性 变换 人 :VV-> 了 的 极 小 多 项 式 在 基 域 下 上 
可 以 分 解 成 首 一 不 可 约 因 子 p;(z) 的 来 积 ((31) 式 ), 那么 六 是 不 变 
空间 DD,…, ADz 的 直 和 ， 其 中 心 | 是 Pp;(TT)*i 的 替 空间 , 丰 在 呈 ; 
上 的 奸 出 变换 2 有 极 小 多 项 式 PD; (2)*i 
这 了 就 是 我 们 的 第 一 分 解 定 理 ， 这 些 子 空间 5; 称 为 六 的 在 7 
之 下 的 准 素 分 文 *， 它们 由 卫 唯 一 确定 ， 因 为 分 解 式 (31) 是 唯 
一 的 . 
一 个 重要 的 特殊 情形 是 
推论 元素 在 妨 中 的 矩阵 4 在 玉 上 相似 于 对 角 矩 阵 当 且 仅 当 
全 的 极 小 多 项 式 Ma(z) 是 玖 上 不 同 线性 因子 的 乘积 ， 
。 了 420 。 


证 明 讽 了 = 有 > 有 是 对 应 于 4 的 变换 .如 果 

MO 一 (2 一 4 (2 一 人) 机 ,…, 4; 是 不 同 的 标量 ， (32) 
这 个 定理 表明 了 是 空间 人 1,…, 5 的 直 和 , 其 中 必 ;: 是 由 满足 了 T= 
4;7; 的 所 有 矢量 7; 组成, 也 就 是 说 ， 由 属于 特征 值 4; 的 所 有 特征 
矢量 组 成 ，S; 的 任意 基底 必 由 这 样 的 特征 矢量 组 成 ,所 以 变换 了 
在 S; 上 的 和 矩阵 表示 是 47.。 象 (29) 式 那 样 把 这 些 基 底 合 并 在 一 
起 , 我 们 可 以 用 一 个 对 角 和 矩阵 来 表示 7, 这 个 对 角 和 矩阵 的 对 角 线 上 
的 元 素 是 小 ， ”3 4. 

区 过来， 如果 刀 是 任意 对 角 抢 阵 ， 它 的 不 同 的 对 角 线 元 替 是 
cp Cs, 堵 么 用 乘积 f(D) 二 CD 一 c1.1TD)…(D 一 cs1) 表示 的 变换 把 
每 个 基 和 估量 喘 射 到 0, 因此 f(D)=0.D 的 极 小 多 项 式 或 者 与 D 相 
似 的 任意 其 他 和 插 阵 的 极 小 多 项 式 是 乘积 (z 一 c)…(z 一 co) 的 因子 ， 
因此 是 不 同 线性 因子 的 乘积 . 


习 题 
1， 证 明定 理 20. 
2?， 在 定理 22 中 , 设 gi(z) 一 如 25， 证 明 ， 那 里 的 子 空间 ;是 和 .人 
的 值 域 


“3， 不 用 定理 17 , 直接 证 明定 理 22. 
4， 证 明 : 如 果 %Xxn 矩阵 4 相似 于 对 角 和 托 阵 D， 那 么 D 的 对 角 线 元 素 
4 出 现 的 次 数 等 于 属于 特征 值 4, 的 特征 矢量 的 集合 的 维 数 . 
5.。 证明: 两 个 矩阵 Bi 与 B; 的 直 和 的 极 小 多 项 式 是 五: 与 Bs 的 极 小 多 
项 式 的 最 小 公 倍 式 ， 
6， 证明: 年 阵 4 的 极 小 多 项 式 能 够 分 解 成 线性 因子 当 且 仅 当 4 的 特征 
多 项 式 可 以 同样 地 分 解 . 
“7 设 4 是 复 和 矩阵， 它 的 极 小 多 项 式 名 (O 一 (一 4 和 (2Z 一 人)2 等 
于 它 的 特征 多 项 式 ， 证 明 : 第 阵 4 同 个 exe 三 角形 符 阵 Bi 的 直 和 相似 ， 
B; 的 形状 如 : 
421。 


0 A, 
*8， 证 明 : 如 果 和 (zz) 是 下 的 极 小 多 项 式 ,那么 存在 一 个 矢量 a, 它 的 了 一 
阶 恰好 是 和 (cz (提示 : 利用 $10.7 的 习题 9， 首先 考虑 m(z) = 二 2 (lw): 的 
情形 , 其 中 p (zx) 是 不 可 约 多 项 式 .) 


8$10.9 第 二 分 解 定理 


下 面 我 们 将 指出 ， 线 性 变换 了 :>V 的 准 素 分 支 S; 本 身 是 
2Z- 便 环 子 空 间 的 直 和 .在 证 明 这 个 命题 时 ， 我 们 将 用 到 矢量 空间 
V 对 于 于 至 间 心 的 商 空 间 了 /4 的 概念 。 我 们 回忆 一 下 (§ 7. 12)， 
商 空 间 六 =TF/S 的 元 素 是 5 的 陪 集 8 十 5S, 并 且 由 EP=E& 十 5 给 出 
的 射影 P:V>V/S=V' 是 一 个 线性 变换 .特别 是 对 给 定 的 了 7: 
V->V, 如 果子 空间 仿 是 人 之 下 的 不 变 子 空间 ,那么 在 公式 

(ETSH)T'=ET+S (33) 
中 ,ET 十 S 不 依赖 于 &'=5 十 S 中 的 代表 元 & 的 选取 ， 这 是 因为 如 
果 远 取 男 外 的 代表 元 7 二 5 二 6, 那么 由 于 EES, 推出 ETES, 所 以 有 
nT+S=ET+ET+S=ET+H. 
因此 由 (33) 却 定义 的 变换 了 :太一 是 单 值 的 ; 容易 验证 T 也 是 
线性 的 .我们 称 T' 是 V/S=V' 上 的 由 下 导出 的 变换 . 而且 对 于 
2 的 任意 多 项 式 f(T), 利用 §7.12 的 公式 , 由 (33) 得 到 
(E+S)f(T)=Ef(T)+S. (34) 
畦 别 是 , 由 (TD) 二 0 推出 fT)=0' 在 六 中 ,所 以 站 中 引 的 TT- 
阶 整除 了 中 的- 阶 . 
我 们 现在 准备 证 明 第 二 分 解 定 理 . 
定理 23 如 果 线 性 变换 全; 了 -> 了 有 极 小 多 项 式 m(x) 一 DCz)， 
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它 是 多 的 标量 域 可 上 首 一 不 可 约 多 项 式 2(z) 的 容 ， 那 么 六 是 TJ- 
循环 子 空 间 必 ;的 直 和 
V=Z.@…OZ, (35) 

其 中 子 空间 F182,…, ZV; 分别 具 有 了- 阶 

PE):, PEE)", *, PX)', Ee=e1>62>>ey. (36) 
克 的 任意 下- 衢 环 子 空间 的 直 和 ,表达 式 有 相同 个 数 的 分 支 子 空间 
-和 相同 的 全- 阶 集 合 (36). 
证 明 直 和 分 解 的 存在 性 可 以 通过 对 六 的 维 数 % 用 归纳 法 来 
证 明 ， 当 w%==1 时 ,7V 本 身 就 是 循环 子 空间 ,于 是 直接 可 得 结论 ， 
当 w% 之 1 时 , 我 们 有 7(T)*==0, 而 p(T)*-! 半 0， 因 此 六 包含 一 
个 满足 a1p(T)" 到 0 的 舌 量 @， 所 以 qa 的 T- 阶 是 p(x)*， 社 且 
-qi 生成 了 -循环 子 空间 21， 因 为 1 是 了 之 下 的 不 变 子 空间 , 所 以 
了 导出 一 个 在 六 = 了 /2Z1 上 的 线性 变换 TI， 因为 显然 有 p(T')*= 
OO， 所 以 在 了 上 了 的 极 小 多 项 式 是 pC(z)* 的 因子 ， 我 们 可 以 对 
QLV/Z1j 二 dA[V 一 QL2Z1] 用 归纳 法 ， 把 V/2i 分 解 成 下 -循环 子 空 
间 多 2,…, 2; 的 直 和 ,这些 子 空间 的 了 - 阶 是 

DL), 21) ees >>. 
5| 理 】 如 果 Gi 生 成 TT- 循 环 子 空间 Zi (2 二 2,，…,7?)， 那 么 
- 陪 集 @! 包 仿 代表 元 Wi 而 Qi 的 人 T- 阶 是 al 的 T'- 阶 . 

证 明 依赖 于 下 述 事 实 : &i 的 了 了- 阶 Po) 是 的 每 个 元 素 的 
下- 阶 的 倍 式 .特别 设 p(x)* 是 xi 的 了 TT- 阶 , 所 以 对 ;的 任意 代表 
元 9 一 TD 一 af(2) 在 ai 生成 的 全 -循环 子 空 间 中 .那么 

0=np(T)=af (TPT) 
因为 ml 有 TT- 阶 PC(z)*， 所 以 上 式 推 出 p(x)*1f(z)p(wz):-*， 因 此 
fw) 一 g(w)p(w)， 基 中 g《w) 是 某 一 多 项 式 ， 我们 现在 将 证 明 a 
二 7 一 Q&19( 了 也) 的 了 了- 阶 p(z)" 同 &; 的 7V'- 阶 相等 .这 是 引 理 所 要 求 
的 .因为 ai; 的 2- 阶 是 ou =&i 十 2Z1 的 T'- 阶 pC2)* 的 倍 式 ， 所 以 
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[n—aig (TD) IP TT) =nPT) of (7T)=0. 

证 完 引 理 1， 我们 设 2; 是 由 w; 生成 的 了- 循环 子 空间 .那么 . 
d[2;]=d[2Z! ], 这 因为 这 两 个 维 数 都 等 于 a! 的 公共 T- 阶 pCz)*' 的 
次 数 . 因此 

afVj—alZ.]=a[lV/Z]=ad[2Z2]+*…+a[2,]. (37) 
通过 选取 基底 可 以 得 到 , 子 空间 Z1,…, Z; 张 成 V; 因此 根据 (37) 
和 定理 20 的 推论 得 到 , 7 是 直 和 本 =Z1 人 名 … 旬 2,, 正如 断言 所 述 ， 

剩 下 需要 证 明 出 现在 分 解 式 (36) 中 指数 的 唯一 性 ， 这 只 须 证 
明 这 些 指数 是 由 下 和 下 确定 的 ， 通过 对 这 些 子 空间 维 数 的 计算 ， 
束 可 做 到 这 一 点， 例如 ， 如 果 a 表示 p(w) 的 次 数 ， 那 么 循环 子 空 
间 2; 的 维 数 是 de;, 因此 整个 空间 六 的 维 数 是 d(eil 十 … 十 e,). 还 
可 以 看 出 ,对 任意 整数 s，2; 在 p(T): 之 下 的 象 Zp(T)* 是 由 p， 
一 QP(T) 生成 的 循环 子 空间 , 当 ee; 之 s 时 , 它 的 维 数 是 d(e; 一 8)， 
当 e<s 时 , 它 的 维 数 是 零 . 

F 的 任意 舌 量 5 有 了 唯一 的 表达 式 

= tn (MELi, t=1, ,7). 
因此 在 7(T)* 的 值 域 Vp(T): 中 , 任意 矢量 有 唯一 表达 式 
sp(T) =Np(T) Tn pT), (38) 
其 中 分 量 7:p(T)’ 在 空间 Z;p(T)* 中 ， 整 数 s 确定 一 个 整数 二 使 
得 . 
e618,***, 61>8, 1418 

(或 者 , 当 e; 之 s 时 , t==7). 因此 由 (38) 式 ,7p(Z) "是 由 DB; = ai;p(7) 
生成 的 循环 子 空间 Zp,(i 二 1,…,t) 的 直 和 ,并且 它 的 维 数 是 

dLVp(T)’]=ad[(e—8)+.+(e,—s)]. (39) 
等 式 左边 的 维 数 由 六 和 了 确定 ,它们 又 依次 确定 e; 如 下 ， 首先 取 
8 二 6 一 1 二 el 一 1， 则 由 (39) 式 确定 出 竺 于 e 的 e; 的 个 数 ; 其 次 取 
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s 一 6 一 2,， 则 由 (39) 式 确定 出 等 于 e 一 1 的 e;( 如 果 有 的 话 ) 的 个 数 ， 
等 等 。 这 就 证 明了 指数 ev …, e; 的 不 变性 , 从 而 完成 了 定理 23 的 
证 肯 ， 


习 题 
1. 证明 : 如 果 矢 量 空间 是 由 和 失 量 Qj,…, Qn 生成 的 于 -循环 子 空间 张 
成 的 , 于 么 了 的 极 小 多 项 式 是 Qo an 的 你 - 阶 的 最 小 公 偿 式 ， 
2. 求 8 8.5 习题 3 中 的 矩阵 BB 的 极 小 多 项 式 . 
3， 详 细 证 明 : 如 果 变 换 TT:V 一 V 是 线性 的 ， 子 空间 Z 是 了 之 下 的 不 变 
子 空间 , 那么 到 :F/G 一 /2 是 线性 的 . 
4. 根据 (37) 证 明 : 21,…, 2; 张 成 空间 了 . 


$ 10.10 有 理 标准 型 与 若 当 标准 型 


用 定理 20 和 定理 23 容易 得 到 和 气 阵 在 相似 变换 之 下 的 标 纵 
型 ， 我 们 只 须 对 于 循环 子 空 间 上 的 变换 给 出 标准 型 . 
定理 21 提供 了 这 样 的 标准 型 。 如 果 4 是 任意 %xz% 矩阵， 那 
人 么 在 每 个 循环 子 空间 中 适当 选取 一 组 基底 ， 在 这 个 子 空间 上 ，?4 
用 友和 矩阵 表示 .把 所 有 这 些 基底 合并 起 来 产生 严 的 一 组 基底 , 对 
于 这 组 基底 ， 了 4 可 用 这 些 友和 矩阵 的 直 和 来 表示 .定理 20 和 定理 
23 关于 唯一 性 的 断言 指出 ,如 此 得 到 的 友和 矩阵 集合 由 4 唯一 确定 . 
于 是 我 们 证 明了 
定理 24 元 素 在 域 玉 中 的 任意 矩阵 4, 在 万 上 与 一 个 且 只 与 
一 个 多 项 式 : 
Pi RN, Pi CLV) ir, (40) 
Ci "er, >0,2 =1, ,Fk 
的 友和 矩阵 的 直 和 相似 , 这些 多 项 式 是 首 一 不 可 约 多 项 式 p(x),…， 
Pi(2%) 的 蜂 ， 和 4 的 极 小 多 项 式 是 (2) 一 人 (2 和 Da027 Di(2) en 
这 组 多 项 式 (40) 是 4 在 相似 (在 了 上) 之 下 的 全 系 不 变 式 ， 称 
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为 4 的 初等 因子 集合 . 把 4 表示 为 友 惩 阵 的 下 和 的 表达 式 称 为 生 
的 准 素 有 理 标准 型 《用 “ 准 素 ”这 个 词 古 因为 用 了 不 可 约 多 项 式 的 
区, 用 “有 理 ” 这 个 词 是 因为 分 析 中 只 用 到 域 了 中 的 有 理 运 算 )， 

推论 1 nxXn 算 阵 和 4 的 特征 多 项 式 是 44 的 初等 因子 之 积 的 
(一 1)” 倍 ， 

证 明 容易 看 出 , 矩阵 Bi,…，B, 的 直 和 的 特征 多 项 式 是 Bl， 
…,B, 的 特征 多 项 式 的 乘积 .但 是 根据 定理 15, 友和 矩阵 Cr 的 特征 
多 项 式 , 除了 符号 外 ， 就 是 f(z). 这 两 个 事实 同 定 理 一 起 证 明了 
推论 1. 

推论 2” 方 阵 的 特征 值 是 它 的 极 小 多 项 式 的 根 ， 

证 明 因为 极 小 多 项 式 m(zx) 可 整除 特征 多 项 式 , 所 以 极 小 多 
项 式 的 任意 根 都 是 特征 多 项 式 的 根 , 因此 也 是 特征 根 ( 特 征 值 ). 反 
过 来 ， 根 据 推 论 1， 特 征 多 项 式 的 任意 根 一 定 是 某 个 初等 因子 . 
Pikz2)2 的 根 , 因此 根据 定理 , 它 是 m(z) 的 根 . 

例 具有 极 小 多 项 式 (和 二 1) (x 十 3)? 的 任意 6x6 有 理 和 矩阵 : 
与 下 列 友和 集 阵 直 和 各 之 一 相似 : 

Cat DOC DO 
Ci 四 Cu 中 Co 
C+DO rey DC s DCs + 
第 一 种 情形 的 特征 多 项 式 是 (7? 十 1)*(z 十 3)”; 第 二 ,三 种 情形 的 特 
征 多 项 式 都 是 (x? 十 1) (x 十 3)4, 

在 复数 域 上 ， 首 一 不 可 约 多 项 式 只 能 是 线性 多 项 式 x 一 1, 其 
中 4 是 标量 . 利用 这 个 事实 , 对 于 复 和 矩阵 , 或 者 更 一 般 地 , 对 于 极 
小 多 项 式 是 线性 因子 硕 的 乘积 的 任意 和 矩阵， 可 以 构造 出 不 同 的 标 
维 型 ， 

这 有 时 ,定理 23 中 的 每 个 了 -循环 子 空间 2, 将 有 7- 阶 (x 一 4;)，， 
其 中 4 为 菜 个 标量 ，e 为 正 整 数 ， 对 于 2 的 基底 &a，aT，…， 
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aT*-!, 象 定 理 24 那样 , 了 可 用 (z 一 4 六 的 友和 矩阵 来 表示 ， 田 一 方 
面 , 考虑 矢量 Bp1 二 &, B= 二 aU,…, =a7 其 中 V=7 一 47。 因 
为 每 个 6; 是 KZ 加 上 矢量 六 (< 一 1 的 某 个 线性 组 合 ,所 以 
矢量 Bl， 0 也 是 Go 的 一 组 基 感 .为 了 得 到 了 作用 在 记 上 的 
将 未 , 注意 
BAT=aU T=aUii(V+AT) =Aa0 1!+aU. 

当 j<e 时 , 这 就 得 到 并 二 4:Bj; 十 Biri; 当 j=e 时 , 则 有 aU’=0， 
fT 二 PB;， 现在 对 于 这 组 基底 ,了 可 用 矩阵 


A: 1 0 
4 1 

A 1 

0 A 


来 表示 ， 它 的 行 是 Bb 了 的 坐标 , 上 面 列 出 的 矩阵 , 主 对 角 线 于 的 元 
素 祁 征 A 深思 主 对 角 线 上 面 的 一 条 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1, 其 他 
元 了 素 都 是 零 . 称 这 样 的 矩阵 为 初等 若 当 (Jordan) 矩 阵 . 

如 末 我 们 用 上 述 类 型 的 基底 代替 定理 24 中 导出 友和 矩阵 的 那 
组 基底 , 则 我 们 得 到 

定理 29 如 果 和 矩阵 4 的 极 小 多 项 式 在 域 了 上 分 解 成 线性 因 
子 之 积 

Mm(2)=(F— A (To do) (TA), (41) 

其 中 4 hi 是 不 同 的 ,那么 4 在 域 玉 上 和 与 一 个 且 只 同一 个 初等 
若 当 答 阵 的 直 和 相似 ， 这 个 直 和 至 少 包 含 一 个 属于 特征 根 《特征 
值 )4; 的 e;Xe; 初等 若 当 矩 阵 ， 并 且 没 有 更 大 的 初等 若 当 矩阵 属 
于 特征 根 ( 特 征 值 ) 4,. 

注 便 ， 在 对 角 线 上 4 出 现 的 个 数 是 4, 作为 4 的 特征 多 项 式 
的 根 的 重 数 ， 
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上 面 所 得 到 的 初等 若 当 和 矩阵 的 直 和 ， 如 果 不 计 沿 对 角 线 排列 
的 这 些 和 矩阵 块 的 次 序 ， 它 是 唯一 的 ， 这 种 直 和 称 为 4 的 若 当 标 准 
型 ， 它 可 以 应 用 到 复数 域 上 的 任意 和 矩阵. 注意 ， 阁 当 标 准 型 是 H 
急 竺 因子 集合 确定 的 , 特别 是 ， 如果 (41) 中 的 所 有 的 e; 都 是 1, 而 
且 只 有 在 这 时, 和 闪 当 标准 型 成 为 对 角 算 阵 , 其 对 角 线 元 素 是 4， 

， 于 十, 定理 22 的 推论 可 作为 上 述 定 理 一 种 符 殊 情形 . 

推论 ”任意 复 矩 阵 同 车 当 标 准 型 矩阵 相似 ， 


习 题 


1， 在 有 理 数 域 上 , 对 下 列 各 矩阵 求 出 所 有 可 能 的 玲 素 有 理 标准 型 
(a) 5X5 惩 隆 , 极 小 多 项 式 是 (x 一 1)?. 
(b) 7Xx7 和 矩阵 , 极 小 多 项 式 是 (xX? 一 2)(X 一 1), 特征 多 项 式 是 (x? 一 2)?. 
《7—1)3. 
(c) 8X8 短 阵 , 极 小 多 项 式 是 (2? 十 4)2(% 十 8)?， 
(d) 6X6 第 阵 , 特征 多 项 式 是 (2Z4 一 1) (x? 一 1). 
2， 对 具有 下 列 各 特征 多 项 式 的 矩阵 ， 列 出 所 有 可 能 的 者 当 标 准 型 : 
(a) (7Z 一 41)3(Z 一 由 2)2， 
(b) (zZ 一 4)5(Z 一 42)3， 
(c) (z—A) (一 42)2( 人 一 作 )2， 
3， 把 正文 中 指出 的 初等 车 当 和 矩阵 表示 成 准 素 有 理 标 准 型 . 
4. (a) 证 明 : 复 祭 阵 和 它 的 转 置 矩 阵 一 定 有 相同 的 若 当 标准 型 ， 
(b) 推 斯 它们 总 是 相似 的 . 
5。 (a) 两 个 泡 利 (Pauli) “旋转 卸 阵 ?满足 条 件 ST= 一 78, 32 一 712 一 7 
并 且 十 埃 尔 米 特 垂 阵 . 证 明 : =iST 是 埃 尔 米 特 矩阵, 并 满足 GD 一 一 CD， 
T=1. 


z 1 0 
(b) 证 明 : 如 果 8 是 2X2 和 矩阵 , 则 3 与 ( 。 ， ) 相 似 , 并 且 对 于 这 组 


坐标 ，2 一 (，， 。), 共 中 5 是 某 数 
*6， 用 $ 10. 9 的 方法 证 明 : 任意 线性 变换 :7 5 把 了 分 解 成 具有 2- 
Br fi (C2), f(T) 的 了- 循环 子 空间 的 直 和 ， 这 里 f(x) [fi-1(%) (i=2, 及 名， 
7), 而且 f(z) 是 的 极 小 多 项 式 . 
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第 十 一 章 ”布尔 代数 与 格 


S11.1 基本 定义 


我 们 现在 将 从 近世 代数 的 观点 更 严密 地 分 析 “ 集 合 ”( 或 类 ) 和 
“ 子 集合 "的 基本 概念 ,这些 概念 在 $1. 11 中 已 有 过 简短 介绍 . 假 
设 了 为 任意 集合 , 而 X, 了 , 2Z 表示 了 的 子 集 .比如 了 是 正方 形 , X， 
了 ,已 三 个 是 位 于 工 中 的 全 等 的 互相 交 
登 的 圆 形 , 如 图 1 的 “ 维 思 (Venn) 图 ” 
所 示 ， 

当 蕊 是 了 的 子 集 ， 即 邓 的 每 个 元 
素 都 在 了 上 中， 我 们 记 作 XCTY( 或 了 之 
和 到). 这 个 关系 也 可 称 为 下 “包含 在 
了 中 ， 图 1 

包含 关系 满足 自 反 律 这 是 显然 的 ， 因 为 任意 集合 X 是 它 本 
身 的 子 集 ， 包含 关系 也 满足 传递 律 : 因为 如 果 马 的 每 个 元 素 在 了 
中 , 并 且 卫 的 每 个 元 素 在 和 中 , 那么 显然 站 的 每 个 元 素 在 ZZ 中. 但 
是 , 包含 关系 不 满足 对 称 律 . 反之 ， 如 果 成 C 了 且 了 CX， 那 么 立 
和 了 一定 包 侣 同样 的 元 素 , 因此 和 = 了 

概括 起 来 ， 集合 的 包含 关系 与 算术 的 不 等 关系 都 具有 下 列 
性 质 : 

自 反 律 ”对 一 切 人 ,有 XCX. 

反对 称 律 如果 XXCY 有 日 YCX, 那么 与 = 工 . 

传递 律 ”如 果 XCY 且 了 CZ, 那么 XCZ. 
但 是 ,“ 对 于 给 定 的 两 个 集合 和 了 , 不 是 了 CY, 就 是 了 CX” 这 个 
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命题 是 不 正确 的 ， 

因此 两 个 集合 了 和 了 的 包含 关系 有 四 种 可 能 的 方式 ,一 入 可 
能 是 CY 并且 YCX, 在 这 种 情况 下 , 根据 反对 称 律 有 半 == 了 . 为 
一 种 可 能 是 了 CY 但 不 满足 了 Y 了 CX， 在 这 种 情况 下 , 我 们 称 买 真 包 
会 在 了 中 ,并 记 作 了 对 < 了 或 了 >> 了， 我 们 还 可 以 有 YCX 但 不 请 是 
之 CY, 在 这 种 情况 下 , 说 外 真 包含 了、 最 后 ,我 们 有 了 既 不 契 XXCY， 
也 不 是 了 CX， 在 这 种 情况 下 称 了 和 了 是 不 可 比 的 .由 于 不 可 比 
集合 的 存在 , 才 使 包含 关系 不 同 于 实数 间 的 不 等 关系 . 

已 知 集 合 工 的 子 集中 不 仅 有 包含 关系 ， 而 且 可 以 通过 两 种 二 
元 运算 “并 ”与 “ 交 ” 把 它们 联系 起 来 ， 这 两 种 运算 类 似 于 普通 的 
“加 与“ 导 ”"， 这 种 类 比 的 程度 和 和 重要 性 首先 是 由 英国 数学 家 布尔 
(George Boole，1815 一 1864) 发 现 的 ， 他 在 一 百 多 年 以 前 就 建立 
了 集合 代数 的 理论 . 

我 们 把 芋 和 了 的 交 《 记 作 子 站 了 ) 定义 为 既 在 耻 中 又 在 了 中 的 
所 有 元 内 的 集合 ， 把 也 和 了 的 并 ( 记 作 症 UY 了 ) 定 义 为 或 者 在 区 中 
或 者 在 了 中 或 者 同时 在 两 个 集合 之 中 的 所 有 元 素 的 集合 .得 妇 
“人 和“U 分 别称 为 求 交 -运算 和 “ 求 并 "运算 . 

最 后 ， 我 们 用 苹 ( 读 作 “ 革 的 补 ”) 表 示 不 在 区 中 的 所 有 元 素 的 
集合 .例如 ,了 是 空 集 邹 , 它 不 包含 任何 元 素 。 这 是 因为 我 们 所 考 
虑 的 只 是 了 的 子 集 . 

集合 的 代数 运算 可 以 通过 图 1 的 维 恩 图 加 以 说 明 . 在 这 个 图 
中 ,六 , 了 , Z 是 三 个 交警 加 形 的 内 部 ， 这 些 区 域 在 正方 形 工 中 的 组 
合 可 以 用 适当 的 阴影 区 域 来 表示 . 例如 了 是 了 的 外 部 ， 
XMM(Y UZ) 是 图 中 的 阴影 区 域 . 


习 题 
1. 芯 ， 了 ，Z 的 维 思 图 把 正方 形 分 割 成 八 个 不 交 共 的 区 域 ， 用 了 ， 了 ,， 
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乡 的 代数 组 合 注 明 每 个 这 样 的 区 域 ， 
2， 在 维 思 国 上 把 下 列 各 区 式 画 上 阴影 : 
(X' NT)U (XNZ), (XUY) fl2, 
(XUY)UZ. 
3， 通过 对 维 轧 图 上 适当 的 区 域 画 出 阴影 ， 确 定 下 列 方程 中 哪些 是 成 
了 立 的 : 
(a) (X' UY)'=XNY, 
(b) X UY'=(XUY),, 
(ce) (XUY) NZ= (XU2) NY, 
(d) XU (TN2)=(XUY') ND. 


$11.2 定律 : 同 算术 定律 类 比 


我 们 现在 略为 详细 地 描述 一 下 集合 代数 与 次 通 括 术 之 间 的 类 
似 ， 并 用 来 定义 布尔 代数 . “ 间 , U” 和 普通 的 “…, 十 "之 间 的 类 似 ， 
由 下 列 定律 作 部 分 的 描述 , 这 些 定律 的 正确 性 是 显然 的 . 
等 等 律 ” 斑 门 忒 = 和 和 XUX=XX. 
交换 律 XNY=YNNX 和 XUY=YUX. 
结合 律 XN(YN2)= 二 (XNY)NZ 
和 XU(YUZ)=(XUY)US. 
分 配 律 XNN(YUZ)==(XNMNY)U(XNMZ) 
和 XUYN2Z)=(XUY)N (XUZ). 
显然 , 除了 蜘 等 律 和 第 二 分 配 律 之 外 , 所 有 这 些 定律 者 与 大 家 所 效 
熏 的 ". ”与 “二 ”的 性 质 相对 应 ， 这 些 性 质 在 第 一 鞋 已 作为 公设 
给 出 . 
下 面 的 基本 定律 把 交 和 并 相互 联系 起 来 , 而 且 把 交 、 并 和 包含 
联系 起 来 . 
相 容 律 ”区 C 了 ,到 们 工 一 太 和 王 U 了 = 二 这 三 个 条 件 古 马 相 等 
价 的 . 
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还 有 , 空 集 用 多 表示 , 和 和 了 具有 下 列 特殊 性 质 : 
泛 因 ”网 CRXEC7T， 对 一 切 芒 . 
交 WNX=W 和 IN 站 X=X. 
并 ZUX=X 和 IUX=I. 

本 三 个 交 和 并 的 性 质 与 普通 算术 中 0 和 1 的 性 质 相 类 似 . 

或 后 , 下 面 三 个 新 的 定律 把 交 、 并 和 补 联系 起 来 . 

互补 律 对 们 匀 = 二 WB 和 对 UX'= 了 J 

对 偶 律 (XN 了 )= 二 XUY 和 (XUY)’=X'NY'. 

对 合 律 《( 叉 ')' 二. 
如 果 把 和 解释 为 1 一 已, 并 假定 = 天， 那么 互补 律 和 对 合 律 与 
普通 算术 定律 相对 应 . 

上 述 定 律 可 以 用 各 种 方法 证 明 . 第 一 ， 我 们 可 用 特殊 例子 通 . 
过 “归纳 推理 ”来 检验 它们 ， 维 思 
图 提供 了 一 个 合适 的 例子 ， 如 时 
和 和 了 分 唱和 是 图 2 中 左 圆 形 和 布 
圆 形 的 内 部 , 那么 对 于 区 域 了 X' 面 Mh | 
出 水 平 直 线 的 阴影 ， 对 于 区 域 站 
画 出 垂直 直线 的 阴影 .那么 十 字 
阴影 线 的 区 域 就 是 马 站 工 .由 右 图 立即 看 出 , 这 个 区 域 是 并 了 UY 
的 促 。 这 就 是 第 二 对 偶 律 所 描述 的 . 就 我 们 的 常识 而 言 ， 可 以 承 
认 这 样 的 论证 , 但 是 , 数学 上 这 是 不 允许 的 , 因为 在 数学 推理 中 , 只 
允许 演绎 证 明 ， 

第 二 , 我 们 可 以 把 工 的 元 素 分 为 四 种 可 能 情况 来 考虑 : (i) 元 
款 既 在 天 中 又 在 工 中 ;〈 芝 ) 元 素 在 民 中 但 不 在 节 中 ; (iii) 元 素 在 了 
中 但 不 在 XX 中; (iv) 元 素 既 不 在 了 中 也 不 在 了 中 ， 比 如 ，(i) 类 元 
过 在 X(NY 中 因此 不 在 (XNY) 中 ,不 在 UY’ 中; 而 (ii) 类 元 素 
在 (Xf1Y) 和 了 中 ,因此 在 UY 中 ， 再 看 其 他 两 类 元 素 , 也 是 
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这 个 情况 . 因此 我 们 看 出 , (NY) 和 XX'UY' 具 有 相同 的 元 素 , 这 
就 是 第 一 对 偶 律 ， 注 意 , 对 于 两 个 集合 和 和 了 了 , 元 素 的 四 种 可 能 情 
况 用 上 面 这 个 维 恩 图 的 四 个 区 域 中 的 点 来 表示 ; 而 对 于 三 个 集 
合 , 元 素 有 八 种 情况 , 对 应 于 八 个 区 域 ( 图 1). 

第 三 ， 我 们 可 以 用 * 求 并 ?和 “ 求 交 ” 运 算 的 叙述 性 的 定义 重 述 
这 些 定律 ， 例如, 考虑 分 配 律 ， 这 里 

吧 在 了 站 (YUZ) 中 "是 指 “6 既 在 和 中 又 在 了 或 各 中 ?”， 

吧 在 (XNY)U(N2Z) 中 ”是 指 印 或 者 既 在 和 中 又 在 了 中 ， 

或 者 既 在 和 中 又 在 乡 中 ，”. 
按照 连词 “ 既 …, 又 …? 及 “或 者 …， 或 者 …? 的 通常 用 法 ， 稍 微 “ 翻 
译 ” 一 下 就 使 我 们 确信 这 两 种 叙述 是 等 价 的 ， 分 配 律 的 这 个 证 明 
表明 , 集合 代数 中 的 定律 怎样 翻译 为 “ 既 …, 又 …”、“ 或 ” 守 E” 这 些 
词 的 性 质 . 如 果 我 们 假定 这 些 性 质 是 基本 的 , 那么 象 我 们 进行 平常 
的 数学 推理 那样 , 就 能 从 这 些 性 质证 明 上 述 所 有 关于 集合 的 定律 . 


避 题 
l]。 用 维 思 图 验证 分 配 律 . 
2， 用 细 分 几 种 情况 的 方法 验证 结合 律 , 交 换 律 和 相 容 律 . 
3， 利用 上 述 第 三 种 方法 中 的 “ 既 …, 又 …”、“ 或 …, 或 …”、“ 非 * 锋 词 重 述 
互补 律 、 对 偶 律 和 对 会 律 . 
4. (a) 在 处 理 四 个 集合 的 代数 表达 式 时 ， 考 虑 它们 元 素 的 所 有 可 能 情 
会 出 现 多 少 种 情况 ? 
“(b) 兽 出 一 个 四 集合 图 ， 它 把 元 过 的 每 一 种 可 能 情况 表示 成 一 个 区 
域 ， 
(ce) 证 明 : 不 存在 这 样 的 图 形 ， 在 这 个 图 中 四 个 给 定 的 集合 都 是 加 
形 , 
5 证明: 名 和 了 的 交 和 并 的 性 质 可 以 从 泛 界 性 和 相 容 律 推导 出 ， 
6， 在 相 容 律 中 ， 用 “必要 性 2 和 “充分 性 ?代替 “等 价 ” 而 得 到 六 个 推 斯 . 
.证 明 : 有 三 个 推断 对 于 满足 0 过 x，y 志 1 的 实数 和 ,gg 是 成 立 的 . 
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7. 在 习题 6 中 , 如 果 % 用 数 0 代替 , 了 用 数 1 代 蔡 , 那么 多 , 了 的 交 和 并 
的 性 质 中 哪些 是 不 成 立 的 ? 如 果 用 1 一 xz 代替, Y’ 用 1 一 y 人 代替， 那么 关 
于 补 的 性 质 中 哪些 是 不 成 立 的 ? 

8. 证 明 ; 对 了 的 任意 子 集 了 ,了 , CY 当 旦 仅 当 文昌 节 一 工 


$11.3 布尔 代数 


我 们 不 再 关心 由 基本 逻辑 法 则 来 推导 上 述 代数 定律 ， 而 是 把 
这 些 定 律 中 最 基本 的 定律 作为 公设 ( 象 第 一 章 中 的 算术 定律 那样 )， 
然后 再 从 这 些 公 设 导出 尽 可 能 多 的 有 意义 的 结论 来 因此， 我 们 

现在 用 稍微 不 同 的 记号 给 出 基本 定义 ， 用 这 些 记号 是 为 了 强调 这 
些 公 妈 可 以 用 于 不 同 于 集合 的 其 他 对 象 . 

定义 具有 下 列 性 质 的 元 素 @ DBD，c，… 的 集合 马 称 为 布尔 
代数 : 

(1) 已 有 两 个 二 元 运算 八 ( 模 有 形 ) 和 VCV 有形) 它们 满足 

蹇 等 律 a/N\ag 一 a\/a=6a. 

交换 律 a/\b 一 了/N\Na, aV0=bVa. 

结合 律 a/A(bAc)=(aAb)ANec, 
aV(DVce)= (aVob) Ve. 

(11) 这 两 个 运算 满足 吸收 律 

a/\(aVb)=eV(a/\b)=a. 

(iii) 这 两 个 运算 是 互相 可 分 配 的 

a/AM\(bVe)=(a/\b)V (Ce 人 Ne)， 
4aV(BA 作 c) 三 (caVD) 人 (cc)。 
(IV) B 包含 泛 界 0, 了 I 它们 满足 
ONa=0, 0\Va=a, 
TAN\a=a, I\Va=1. 
(V) B 有 求 补 的 一 元 运算 GF>w, 它 遵 衢 下 面 的 互补 律 
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4ANAa =0, aVe = 了 。 

当然 上 述 所 有 定律 都 假定 对 一 切 a,8, cEB 是 成 立 的 . 

利用 这 个 定义 ，5S 11. 1 和 8 11.2 的 结论 可 以 概括 为 下 面 的 
命题 . 

定理 1] 在 交 、 并 和 补 三 种 运算 之 下 ,任意 集合 了 的 全 体 子 集 
构成 一 个 布尔 代数 . 

为 了 更 有 这 择 地 说 明 上 述 这 些 公 设 的 意义 ， 我 们 现在 掏 述 几 
个 例子 ,在 这 些 例子 中 , 有 一 些 公设 成 立 , 但 不 全 都 成 立 . 

例 1 设 工 是 以 % 维 欧 几 里 得 舌 量 空间 (8 7. 10) 的 子 空间 为 
元 素 的 集合 。 这 里 定义 S 八 TSNT 是 8S 和 TT 的 交 ,SVT=S+7 
是 信和 了 的 线性 和 ，0 是 零 舌 量 0, 了 是 整个 空间 ，S” 是 子 空间 4& 
的 正 交 补 空间 仿 . 

那么 , 公设 (, (11),.(iv) 和 (Vv) 都 满足 .但 是 分 配 律 (iii) 不 满 
足 . 《例如 , 设 5S, 了 ,U0 分 别 是 平面 上 由 (1, 0), (0, 1), (1, 1) 张 成 的 
子 空间 , ) 

例 2 设 工 是 以 有 限 群 G 的 正规 子 群 于 ，N，… 为 元 素 的 集 
合 . 设 以 八 和 N= 二 MUNN 是 收入 的 交 , 而 对 VN 二 MN 是 由 所 有 
滋 积 zyg(zEM，3%EN) 组 成 的 集合 . 那么 MAN 和 MM\VN 都 是 G 
的 正规 子 群 ， 如 果 0 表 示 群 单位 元 素 1, 了 是 群 G 本 身 , 那么 虽然 
(i) 和 (Vv) 一 般 都 不 满足 , 但 公设 (让, (ii) 和 (iv) 都 满足 . 

因为 例 1 和 例 2 中 构造 的 系统 都 满足 公设 (i) 和 (ii)， 所 以 它 
们 在 下 述 意 义 下 是 格 . 

定义 ” 如果 集合 也 有 两 个 二 元 运算 由 人 和 VW， 它们 满足 畦 等 
律 、 交 换 律 和 结合 律 ,并 且 满 足 吸 收 律 (ii), 那么 荆 是 一 个 将 ,如 果 
除 此 之 外 还 满足 分 配 律 (ili), 那么 工 称 为 分 配 格 ， 


(也 人 运算 也 称 为 交 (meet)，V 运算 也 称 为 并 (join), 我 们 将 交替 使 用 这 些 名 称 . 
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例如 , 如 来 所 有 和 多边形 区 域 的 集合 工 包 含 空 集 8, 并 且 面 积 为 
和 零 的 集合 可 以 忽略 不 计 ， 那 么 集合 工 在 交 和 并 运算 之 下 是 一 个 分 
配 覆 ， 再 如 , 在 所 有 正 整数 的 集合 Z?* 中 , 如 果 定 义 m 八 % 是 m 和 nn 
的 到 大 公 因 子 ，mV2 是 mr 和 % 的 最 小 公 倍 数 ， 那 么 Z+ 是 一 个 分 
配 格 . 

上 而 作为 公设 的 各 种 定律 有 很 多 有 趣 的 代数 结论 ， 我 们 现在 
来 推导 其 中 最 简单 的 几 个 . 

结合 律 和 交换 律 的 作用 已 经 在 $1.5 中 研究 过 了 . 结合 律 实 
际 下 党 味 着 我 们 可 以 不 用 括号 来 组 成 多 重 交 或 多 重 并 ; 交换 律 意 
味 着 , 在 只 含有 \V 或 上 只 含有 八 的 表达 式 中 , 各 项 可 以 按照 我 们 喜欢 
的 任何 方式 排列 . 

连同 上 面 的 定律 ， 笑 等 律 的 作用 显然 是 允许 我 们 消去 重复 出 
现 的 项 一 一 只 留 下 一 个 已 知 项 , 其 余 重 复出 现 的 项 全 都 消去 . 概括 
起 来 我 们 有 : 

5| 理 ] 设 二 和 9 是 由 符号 和 所 有 字母 gq1,…, (可 能 有 
些 字 母 重 复 ) 构成 的 两 个 表达 式 ， 那 么 由 办 等 律 、 交 换 律 和 结合 
律 可 推出 二 9. 对 于 只 含有 八 的 表达 式 , 上述 结 论 同样 成 立 . 

妈 尽 是 下 标 ?=1 2,…, 1 的 集合 , 我们 可 以 不 含糊 地 用 


各 
人 6 或 /Aa 
N i=1 


分 别 表示 所 有 ww 的 并 (join) 和 交 (meet)， 这 些 记 号 类 似 于 代数 

记号 王 和 II. : 
骨 有 , 我 们 从 交换 律 、 结合 律 和 分 配 律 出 发 , 可 以 用 归纳 法 象 

$ 1.5 那样 导出 一 般 分 配 律 如 下 
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T/AMIV Vy) = (AY) VV (C/N\Yr)) 
ZV (gi AN /NYr) 一 (VIDAN 人 (TV Yn), 
(TV Vim) /A (IV Via) 

= (AV)V (KAI) VV (Tm/\ Yr) 


是 
1， 几 归纳 法 详细 证 明 : 


(a) 在 任意 分 配 格 中 ，z 人 Vu — V (z MY). 
t= i= 


(b) 在 任意 布尔 代数 中 ， (Ys) 一 人 zi. 
. = i 二 1 


*2。 用 归纳 法 详细 证 明 : 在 任意 分 配 格 中 ， 


3， 详 细 证 明 : 当 n>1 时, 例 1 定义 了 一 个 格 , 但 不 是 分 配 格 . 
4 证 明 : 当 G 为 循环 群 时 , 例 2 定义 了 一 个 分 配 格 , 
5. 证 明 : 四 元 素 群 的 所 有 子 群 组 成 的 格 不 是 分 配 格 , 


”$11.4 其 他 基本 定律 的 推导 


我 们 指出 , 上 面 列 出 的 关于 布尔 代数 的 公设 可 推出 $ 11.1 和 
§ 11. 2 中 讨论 的 集合 代数 的 其 他 基本 公式 例如， 它们 可 推出 C 
和 了 的 唯一 性 , 这 些 我 们 并 没有 假定 过 . 

引 理 2 在 任意 布尔 代数 中 ,恒等式 a 人 X= 二 a 和 Vz= 二 YX( 对 
一 切 &%) 中 每 一 个 都 可 推出 4 二 0O， 对 偶 地 有 ， 恒 等 式 a\VX 二 a 和 
G 八 X= 二 7%( 对 一 切 %) 中 每 一 个 都 可 推出 4= 工 . 

证 明 如 果 对 所 有 z a 八 z=a, 那么 特别 有 a 人 0O= 但 是 由 
(iv) 有 a 八 0==0, 因此 a=0， 同样 ,如果 对 所 有 x, aYx= 二 zx, 那么 
a\V0O 一 0; 但 是 由 (iVv) 有 aV0=a, 因此 又 有 a 二 0。 了 的 瞧 一 性 的 
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证 明 类 似 ， 

5| 理 3 对 任意 格 中 的 元 素 a,b5,a 八 6 一 a 成立 当 且 仅 当 Vb 
0b, 

证 明 如 果 wV5=5， 那 么 根据 吸收 律 (ii)， 有 a 人 b==a 八 (a 
VD) 二 a. 反之, 如 果 a 八 5=a, 则 aV5b=(a 八 8)\Vb， 因 此 根据 交 
换 律 , asYV2=pV(2ANa)= 这 里 最 后 一 步 又 用 到 (ii). 

推论 ”在 布尔 代数 的 定义 中 ， 条件 (ivV) 可 由 下 列 公 设 中 的 任 
何 一 个 来 代替 : 

(iy’) 对 一 切 X, 有 XA 人 0=0 和 7xVI=I., 

(iy”) 对 一 切 2 有 OOVZ= 和 了 人 7 一 0， 

上 面 给 出 的 布尔 代数 的 定义 没有 提 到 包含 关系 ， 即 使 包含 关 
系 是 所 有 概念 中 最 基本 的 ， 我 们 现在 来 定义 这 个 关系 ， 并 由 上 述 
公设 推导 它 的 基本 性 质 . 其 证 明 重 述 相 容 律 ， 相 容 律 的 一 部 分 已 
经 证 过 了 , 如 上 面 引 理 3 所 述 . 

定义 ”定义 G<6b 是 指 QAA2 一 或 者 指 GVBD 王 六 根据 引 理 3， 
这 两 个 说 法 是 等 价 的 ). : 

5| 理 4 在 任意 格 中 ,关系 QDb 满足 自 反 律 、 反 对 称 律 和 传 
递 律 . 

证 明 ”因为 ae 人 ee=w 所 以 对 一 切 a， 有 aa， 这 就 证 明了 自 
肥 律 ， 再 有 , 由 a<b 和 5b<a 可 推出 

4 一 4 作 D 一 5 人 =p， 
这 就 证 明了 反对 称 律 .最 后 ,由 a<5b5 和 2b<c 推 出 a=a 人 Bb 
一 QAN(bANC) 一 (4 人 5) 八 c 二 ag 八 e:， 因 此 a<c。 这 就 证 明了 传 
北 律 . 证 毕 

吸收 律 的 作用 在 上 面 引 理 2 和 5| 理 3 的 证 明 中 已 经 显示 出 
来 ， 才 等 律 在 格 的 定义 中 是 多 余 的 , 实际 上 ， 由 吸收 律 、 交 换 律 和 
结合 律 可 推出 需 等 律 : 因为 吸收 律 是 说 , 对 所 有 z, 3, 有 X=X 八 (x 
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“V2). 设 z=zA 人 y% 我 们 推出 , 对 所 有 x,y, 有 X= 二 x 八 [z\V (zx 人 9)J 
再 应 用 对 偶 的 吸收 律 X*V(zA 作 y)==z, 于 是 我 们 就 得 到 x 二 xX 八 7?( 这 
就 是 寡 等 律 )，z=zVz 的 证 明 类 似 , 只 须 把 八 和 V 互 换 . 
引 理 5 在 任意 分 配 格 中 , 由 GVX 一 4\Vy 和 0 八 7 二 a/A\Y 一 起 
可 推出 X= 二 Y. 
证 明 ”通过 等 式 替 换 , 并 逐次 应 用 吸收 律 和 分 配 律 , 我 们 有 
V 一 和 人 (TVa) 一 0 作 (NVG) 
一 (CA 人 gg)VzANo) =(gANAz)VYCIA 人 Na) 
=y/AM\(XVa)=y/N\(YVa)=y. 
现在 我 们 回想 一 下 求 补 运算 sF>a 满足 
wANAuw =0O 和 ca =I. 
但 是 任意 满足 人 Az=O 和 oVz= 工 的 元 素 z, 根据 引 理 5， 它 一 定 
满足 Z=a。 换 句 话说, 补 a 由 布尔 代数 定义 中 的 互补 律 (V) 唯 一 
确定 ， 我 们 现在 证 明 补 集 的 其 余 性 质 ( 对 偶 律 和 对 合 律 ) 在 任意 布 
尔 代 数 中 也 都 成 立 ， 
引 理 6 在 任意 布尔 代数 中 , 我们 有 
(Z) 一 2 (XAY) =7 Vy 和 (zV8) =2 人 7 (1) 
证 明 “2z 是 z 的 补 ? 这 个 说 法 由 交换 律 可 推出 “z 是 7 的 补 ， 
这 因为 x* 八 x 二 x 八 x" 二 0 和 wx"^\Vz 一 xVx =T， 但 是 我 们 刚刚 证 明 
过 补 是 唯一 的 ， 因 此 zx 是 w 的 唯一 的 补 , 于 是 (x%) 二 Xx。 和 骨 有 , 根 
据 分 配 律 有 
: (ADANx Vy)= xrANyIANT VA yANY) 
=[(xAx)AYyJV(rAO) 
=~[OANy] VO=0V0O=0. 
(tAyIV x Vy)= Vr VY NIVT VY ) 
(IVy)ANy VY VY) 
一 7 人 (CTVZ ) 一 工 
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这 就 证 明了 x Vy 是 x 人 gy 的 补 ， 因 此 , 再 根据 补 的 唯一 性 ,z Vy 
(ZA 人 y) 是 YAAg 的 补 . 恒等式 (Vy) =w 人 yy” 可 以 类 似 地 
证 明 . 

推论 ”为 了 求 出 由 带 抠 和 不 带 抠 的 字母 通过 多 重 WV 和 人 N 人 但 
不 用 加 撒 的 括号 ) 构成 的 表达 式 的 补 ， 可 以 把 表达 式 中 的 V 和 八 
全 都 互 换 ， 并 把 每 个 不 带 撤 的 字母 加 上 搬 ， 把 每 个 带 搬 字母 的 撤 
去 掉 . 

例如 ， 根 据 这 个 法 则 ，(x’ 信 y)V(z 八 w') 的 补 是 (zzVgD) 人 
(2 Vw). 

证 明 如 果 在 已 知 表达 式 中 字母 的 个 数 n( 重 复 的 也 计算 在 
内 ) 是 1, 那么 推论 是 正确 的 , 这 因为 (z)7 一 2 (z') zx。 如 果 不 然 ， 
因为 表达 式 中 的 括号 都 不 带 撤 ， 所 以 我 们 可 以 把 它 写 成 f=a 八 b 
或 f=aV5B， 由 此 分 别 得 到 玉 =a^\V5 或 =w 八 5b， 但 是 表达 式 
a 和 5。 包含 的 字母 比 半 包含 的 字母 少 , 因此 ， 对 % 用 归纳 法 , 我 们 
可 以 假定 推论 对 于 ce 和 2 都 是 正确 的 。 再 代入 表达 式 f =a VB 
或 了 =4 人 2 中 , 我 们 就 得 到 所 要 求 的 补 的 公式 ， 


习 题 
1 证明: 省 和 涯 律 zVxz=2 可 由 交换 律 , 结 合 律 和 吸收 律 推出 . 
习题 2~10 是 在 布尔 代数 的 条 件 之 下 。 
2. 详细 证 明 : (xzV 所 一 和 人 3 
3， 化 简 下 列 布尔 表达 式 : 
(a) (7 My')', 
(b) (aV Bb) VY (eVa) VY (bY oe), 
(c) (ZADV (2 A V (rz VY ) 
4， 证明: (zDDV CzAYyD)V (zx 人 四 V(x 人 yg')==I， 利 用 两 个 圆 的 维 
转 图 加 以 解释 . 
5， 证明: z=y 当 且 仅 当 (zAY) VC A =0. 
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6， 证 明 包 拉 菊 基 (Poretzky) 定律 : 已 知 x 和 二 2 一 0 当 且 仅 妆 t= 
(AT ) V(Z 信人 1， 
7. (2a) 证 明 : 3 和 zx 当 且 仅 当 >A 人 zy 一 0 
(b) 证 明 : y 宇 x 当 且 仅 当 wwVy=1. 
8， 求 出 下 列表 达 式 的 补 : 
(a) ZVBV2 ， 
(b) (xVy Vz’) H(zYV (y Vz)), 
(c) 3VY (yA (z Vw )), 
(d) (wz VDD A(zVY), 
9。 把 引 理 6 的 推论 的 论证 方法 应 用 到 表达 式 (zx* My 人 Az’)V (zxAy ) 
上 , 并 说 明 每 一 步 的 理由 . 
10. 证 明 : (zV 妇 和 A(z V2)= (7 ADY (2A 2). 
11. 证 明 : 在 任意 分 配 格 中 ,有 
(TAPDYV (YAzZ)YV (2zAT)=(TVY) MyVz) 人 (zV2Z) ， 
12。 具有 泛 界 0O， 了 的 格 工 中 的 元 素 9， 如 果 对 某 个 XI， 有 GGA 人 NXx=0 
和 4aVz 一 7 那么 称 a 为 有 补 元 素 ， 证 明 : 如 果 a 和 5 都 是 分 配 格 的 有 补 元 
素 , 那么 a 人 5 和 aV5b 也 都 是 有 补 元 素 . 


$ 11. 9 布尔 多 项 式 的 标准 型 


在 前 一 节 里 , 我们 已 经 研究 了 由 和 八 , V 和 ”运算 构成 的 各 种 表 
达 却 ， 这样 的 表达 式 称 为 “布尔 多 项 式 《〈 或 布尔 图 数 ), 显然 , 它 
类 似 于 普通 多 项 式 . 

我 们 现在 来 定义 布尔 代数 BB 的 子 代 数 为 B 中 这 样 的 非 空 子 集 
心 : 如 果 它 包含 任意 两 个 元 素 2 和 9， 那么 它 也 包含 Z 人 7y，zZV9， 
ZX (因而 也 包含 O0=ZANAx 和 7T). 给 定 互 的 一 个 任意 非 空子 集 互 ， 
那么 所 有 值 p(x1,…, x )( 元 素 xX;EX) 组 成 的 集合 显然 是 B 的 包含 
X 的 最 小 子 代 数 . 同 群 的 情形 一 样 , 称 这 个 子 代数 是 由 也 生成 的 ， 
例如 , 任意 一 个 元 素 2 生成 的 子 代数 由 x, x , 0O， 了 四 个 元 素 组 成 

这 是 下 面 使 人 感到 惊奇 的 事实 的 一 个 特殊 情形 : 这 个 事实 是 
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nn 个 变量 wi，…， Xn 的 不 同 布尔 多 项 式 的 个 数 等 于 22"， 现 在 我 们 
来 证 明 它 , 以 多 项 式 

fx,y, 2)=[Lz V2 VIVS)) VYAY) 
为 例 进行 论证 . 

第 一 , 如 果 多 项 式 中 任何 括号 的 外 边 出 现 巩 ,那么 总 可 以 应 用 
对 偶 律 (如 8$ 11.4 的 引 理 6) 把 它 移 到 括号 里 边 。 当 所 有 的 撤 都 移 
到 括号 的 最 里 边 时 ， 多 项 式 变 成 只 含有 带 枫 字母 和 不 带 搬 字母 以 
及 作用 在 它们 上 面 的 V 和 和 八 的 表达 式 .， 例如 上 述 例子 中 ， 

1 =Lz 人 sz 人 (Vs)] VANAz)， 

第 二 , 如 果 任 意 八 在 括号 外 边 , 而 括号 里 包含 V， 那么 根据 分 
配 律 , 八 可 以 移 到 括号 里 边 , 象 " 人 (eVD) ==(cA 人 a)V (ec 信 5) 那样 . 
结 采 得 到 一 个 多 项 式 , 其 中 所 有 的 交 八 先 组 合 起 来 , 然后 再 按 并 `\V 
组 成 , 也 就 是 说 ， 这 个 表达 式 是 茶 些 项 TI，…, Ti 的 并 ， 其 中 每 个 
2 一 二 2,…,E) 是 一 些 带 撤 和 不 带 撤 字 母 的 交 ， 在 上 面 例子 中 ， 

f= Az /AAIV AN? /Nz2) VIANY). 

第 二 , 某 些 表达 式 可 以 缩短 或 者 略 去 ， 如果 字 母 “c” 在 一 项 中 
出 现 两 次 , 则 可 略 去 一 个 “ec”, 这 因为 c 八 c= 二 ec。 如果 带 撒 的 c 和 不 
秆 撤 的 6c 同时 出 现在 由 八 连 接 的 项 中 , 那么 整个 项 是 0, 这 因为 对 
一 切 a, 有 cA 八 a 八 c' 二 0; 因此 这 一 项 在 由 V 连 接 的 项 中 可 以 略 去 ， 
因为 对 一 切 6, 有 OVb=5， 例如 上 面 的 例子 中 

f=(T /Mz AMYyV (yANT). 
现在 , 如 果 某 一 项 Ti 不 包含 字母 c, 我 们 可 以 写成 
Ti=TAT=T,A(c Ye’) =(T/AC) VY TA ), 
这 里 是 用 两 项 代替 5， 每 项 中 e 恰好 出 现 一 次 .例如 在 我 们 的 例 
子 中 ， 
j = 人 As AAAgJV(AAzANz)V(ANAzAz )， 
最 后 , 每 一 项 中 出 现 的 字母 可 以 重新 排列 , 使 得 它们 按 自然 顺 
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序 出 现 , 例如 
=(ZA 人 AN VzANyA2) V(rA YA ) 
这 称 为 了 的 析 取 标准 型 ;于 是 我 们 就 证 明了 下 面 的 引 理 . 
5j 理 任意 Xl,…, Xn 的 布尔 多 项 式 可 以 或 者 化 为 OQ， 或 者 化 
为 菜 些 项 人 TD; 的 并 , 其 中 TT 具有 形式 : 
Ti 二 gq 人 gz 八 … 八 qn 《每 个 qj 二 Xj) 或 X23). (2) 
也 就 是 说 , 可 以 化 为 析 取 标准 型 . 
因为 每 个 gq; 都 有 两 种 可 能 ， 所 以 我 们 看 到 , T 恰 有 2* 种 可 
能 . 例如 , 当 %= 二 3 时 ， 任 意 布尔 多 项 式 用 我 们 的 方法 可 以 化 为 0 
或 者 化 为 项 
/Y/N\z, FAI/Nz, rwAYyANz, tAYyAN2, 
TAYyANz, TAYy/Nz, TAYANz, TAYyAN2 (3) 
的 某 一 个 并 .图 1 的 三 个 圆 把 正方 形 分 成 八 个 区 域 ， 这 八 个 多 项 
式 就 表示 这 八 个 区 域 , 这 个 事实 并 非 偶 然 ， 这 在 儿 何 上 意味 着 , 三 
个 贺 X,Y 了, 多 的 任何 布尔 组 合 是 图 中 八 个 区 域 的 某 种 选择 的 并 . 
象 (3) 中 列举 的 那些 基本 项 称 为 极 小 布尔 多 项 式 ， 换 句 话 说 ， 
2 个 变量 z1,…, zn 的 极 小 布尔 多 项 式 以 (zw1,…，wn) 是 %w 个 元 素 的 


交 人 qi， 共 中 第 i 个 元 素 9i 或 者 是 x; 或 者 是 以 ， 于 是 我 们 就 证 


角 了 了 

定理 2 任意 已 知 的 四, ,2 的 布尔 多 项 式 或 者 等 于 @Q 或 者 
等 于 一 组 极 小 多 项 式 ( 记 为 态 ) 的 并 . 

现在 赋 给 每 个 朋 一 个 有 位 二 进 数 7( 腑 ) 二 yiy2'"…*yn， 这 里 数字 


yi 是 1 或 0 应 根据 上 面 的 用 = 入 qi 中 gi 是 x; 或 7x; 而 定 ， 那 么 


男 数 7 性 >n(M) 是 由 x， …, zn 的 极 小 多 项 式 的 集合 到 所 有 
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2" 个 即位 二 进 数 的 集合 工 的 双 射 ， 例 如 在 (3) 中 , 这 些 极 小 多 项 式 
所 对 应 的 7( 好 ) 值 是 

111，011，101，110, 100，010，001，000， 
另 一 方面 ,7( 好 ) 可 以 看 作 和 矢量 I= (82 ，Yn)E23， 并 且 可 以 


认为 每 个 布尔 多 项 式 V 型 xi …， gr 对 应 于 这 些 天 量 组 成 的 


”集合 . 

如 果 SC7 是 由 那些 第 ; 位 数字 9 =1 的 二 进 数 组 成 ， 堵 么 
5; 将 由 那些 久 =0 的 二 进 数 组 成 ， 因 此 (参看 下 面 习 题 9)， 表示 
已 知 极 小 多 项 式 凡 (SI，…，3。) 的 集合 是 由 单个 二 进 数 w( LI) = 
xia2…an 组 成 , 它 的 第 2 个 数字 a; 是 0 还 是 1， 视 态 ; 在 以 中 囊 扳 
还 是 不 带 撤 而 定 ， 显 然 , 不 同 的 极 小 多 项 式 及 二 MM, 要 用 不 同 的 二 
进 数 来 表示 ， 因 此 , 有 Y, 的 不 同 集合 中 极 小 多 项 式 的 并 表示 了 的 不 
同 子 集 ， 这 不 证 明了 下 面 的 结果 ， 

推论 恰 有 22 个 不 同 的 色 变 量 的 布尔 函数 ， 

我 们 现在 可 以 用 系统 的 方法 来 代 末 布尔 多 项 式 偶而 的 运算 . 
任意 给 出 的 布尔 代数 中 的 方程 Bi = 二， 只 要 把 两 边 都 化 为 析 取 标 
准 型 就 可 确定 这 个 方程 是 正确 还 是 错误 . 


习 题 
1， 把 下 列 各 表达 式 化 为 标准 型 : 
(a) (TV) A (z AY)', 
(b) (ZV A YY?) A (TY 2). 
2. 用 把 等 式 两 边 化 为 ( 析 取 ) 标准 型 的 方法 检验 下 列 给 出 的 各 方程 的 正 . 
确 性 : 
(a) [XA (YYVz) ] =(rAY) V(ZA2， 
(b) z= (x Vy) YLzY (zy 
3， 证 明 : 每 个 布尔 多 项 式 具 有 对 偶 标 谁 型 ， 它 是 某 些 “ 素 多 项 式 ” 的 : 
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“ 交 ”"， 详细 描述 这 些 素 多 项 式 , 并 指出 它们 是 极 小 多 项 式 的 补 ， 这 个 结 采 与 
多 项 式 分 解 定理 " 域 上 的 每 个 普通 多 项 式 可 唯一 地 表示 成 不 可 约 多 项 陈 的 沫 
积 有 什么 类 似 之 处 ， 

4. 用 习题 3 的 标准 型 检验 习题 2(a) 的 方程 . 

5， 证 明 ; f(%w, 引 的 标准 型 是 

flz,9) =[Tf(7,7) AzAyV IF,0)ArAY] 
V [fC0, DD Az Ay]IV EFCO,o0)Ax 人 3 J1. 

6， 证 明 : 任意 两 个 不 同 的 极 小 多 项 式 的 交 是 0. 

7. 根据 一 般 分 配 律 展开 了 = (Zz1V zi) 人 … 人 (znV Xn), 来 证 明了 是 所 有 
极 小 布尔 多 项 式 的 集合 的 并 . 

8， 由 习题 7 和 ww; 二 xw 信 了 来 十 明 ， 每 个 zx; 是 所 有 那些 第 i 项 为 x; 的 极 
小 多 项 式 的 并 . 


9，(a) 设 V Me 表示 集合 4 中 的 所 有 极 小 多 项 式 的 并 , 证 明 : 
| . 
(v mv Ym)- VM, 
A B A4UB 


(Ya 人 Yao V M,. 
4 B ANB 
(pb) 证 明 ; 如 果 我 们 定义 极 小 多 项 式 的 空 集 的 并 V 24c 是 0， 那 


么 上 述 公式 仍然 成 立 ， 
“10， 利用 习题 7 和 习题 9 证 明 : (Yu)=y 好 。，( 提 示 ; 运用 
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$11.43 引 理 6.) 
“11. 只 用 习题 8~10 独立 地 证 明 : 每 个 布尔 多 项 式 可 以 写成 极 小 多 项 


$11.6 半 序 


前 面 很 少 用 到 “包含 "的 自 反 律 , 反 对 称 律 和 传递 律 , 然而 这 些 
定律 是 所 有 定律 中 最 基本 的 ， 因 此 可 以 把 它们 应 用 到 许多 非 布 尔 


代数 的 系统 中 去 ， 
,445。 


例如 , 对 于 一 个 集合 的 所 有 子 集 组 成 的 系统 , 这 些 定律 显然 成 
六 ,这些 子 集 是 按照 任意 特殊 性 质 来 划分 的 ( 记 作 己 或 志 ). 例 如， 
这 些 定律 对 于 任意 群 的 全 体 子 群 (或 者 全 体 正规 子 群 ! ). 对 于 任 
意 域 的 全 体 子 域 ， 对 于 任意 线性 空间 的 全 体 子 空间 , 等 等 , 都 成 
了 站 一 一 即使 所 有 这 些 系统 都 不 构成 布尔 代数 .这 些 定律 对 于 实数 
之 闻 的 “小 于 或 等 于 "关系 zx 和 y, 对 于 正 整数 之 间 的 整除 关系 ?1y， 
等 等 , 也 都 成 立 . 

这 些 例子 隘 示 了 “ 半 序 ”这 个 抽象 概念 . “ 半 序 ?是 指 任意 满足 
自 反 律 \ 有 反对 称 律 和 传递 律 的 关系 ， 

定义 ”一 个 具有 二 元 关系 三 的 集合 P， 如 果 这 个 关系 满足 自 
反 律 \ 反 对称 律 和 传递 律 , 那么 称 忆 为 半 序 集 . 

对 于 这 种 类 型 的 任意 关系 a<5( 读 作 志 包含 o”), 我 们 可 以 定 
义 4 一 b 的 意 站 是 : as 但 a 二 0; 而 当 G<2， 并 且 没 有 zx 能 满足 
二 X70, 这 时 可 称 6b 有 发 盖 a. : 

下 面 引 理 指 出 , 任意 格 可 看 作 一 个 半 序 集 ( 它 的 完整 含义 将 在 
下 一 节 里 说 明 ). 

引 理 ”在 住 意 格 中 ， 如 果 关 系 V<S8 的 意思 是 ZA 八 Yy 一 xw (等 价 
于 VY 一 Yy), 那么 这 个 关系 是 一 个 半 序 ， 

县 有 有 限 个 元 素 的 半 序 集 可 以 用 图 方便 地 表示 出 来 系统 中 
的 每 个 元 系 用 小 圆圈 表示 ， 如果 a>p， 则 对 应 a 的 小 圆圈 画 在 对 
应 5 的 小 圆圈 之 上 、 然 后 对 于 aa 履 盖 2 的 情形 ， 我 们 从 a 到 45 画 
一 条 下 降 的 直线 ， 我 们 可 以 从 图 上 重新 构造 关系 a 宇 0b, 因为 a>>5 
当 且 仅 当 在 图 中 从 2 出 发 沿 着 茶 些 上 升 的 直线 段 息 到 a. 

例如 ， 在 图 3 中 ， 第 一 图 表示 四 元 素 群 的 所 有 子 群 组 成 的 系 
统 ; 第 二 图 表示 三 点 集 的 所 有 子 集 组 成 的 布尔 代数 ; 第 三 图 表示 数 
1, 2, 4 8 在 整除 关系 之 下 组 成 的 系统 ， 其 他 几 个 是 随便 构造 的 ， 
蕊 告诉 我 们 怎样 只 通过 画图 就 能 构造 出 抽象 的 半 序 集 . 8$ 6.7 中 
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图 3 是 正方 形 群 的 所 有 子 群 的 半 序 集 的 图 . 


CREO 


显然 , 在 任意 半 序 集中 , 关系 兰 也 满足 日 反 律 、 反 对 称 律 和 传 
递 律 ( 这 只 不 过 是 从 厂 到 左 来 读 这 些 公设 )、 因 此 , 由 关系 a<2 定 
义 的 半 序 集会 设 能 够 证 明 的 任何 命题 , 当 每 处 的 a<<6 用 其 相反 的 
关系 a 之 b 来 代替 时 ， 通 过 一 系列 同样 的 推理 仍然 可 以 证 明 它 成 
立 ， 反 之 亦 然 ， 这 就 是 

对 偶 原 理 在 每 个 半 序 集中 成 立 的 任何 定理 ， 如 果 把 定理 叙 
述 中 的 所 有 符号 魏 都 与 律 号 产 互 换 , 那么 定理 仍然 成 立 . 

这 里 要 强调 指出 ， 这 个 原理 不 是 关于 半 序 集 的 通常 意义 下 的 
定理 , 而 是 关于 定理 的 定理 ， 因 此, 它 属 于 “元 数学 "的 范畴 . 


可 题 
1 详细 说 明 , 图 3 中 的 第 二 图 怎样 表示 了 三 点 集 了 的 所 有 子 集 的 代数 ， 
2， 画 出 下 列 各 半 序 集 的 图 : 
(a) 四 点 集 的 所 有 子 集 的 布尔 代数 ， 
(b) 12 阶 循环 群 的 所 有 子 群 的 集合 . 
(c) 四 元 数 群 的 所 有 子 群 的 集合 ， 
(d) 整数 1, 2, 3, 4, 6, 8,12, 24 在 整除 性 之 下 构成 的 半 序 集 . 
(e) 54 阶 循 环 群 的 所 有 子 群 的 集合 . 
d) 模 40 整数 的 环 Zo 的 所 有 理想 的 集合 ， 
3， 证 明 : 习题 2 的 (d)，(e)，(f) 各 部 分 的 半 序 集 在 适当 规定 的 意义 之 
下 都 “ 同 构 ”. 
4. 下列 集合 中 哪些 是 半 序 集 ? 
(a) 实数 域 R 的 所 有 子 域 , 在 包含 关系 之 下 ， 
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(Pb) 所 有 数 对 (oa 及 ,如 果 (a 忠生 (9 ,5') 的 意思 是 aa 和 D<， 

(c) 所 有 实数 对 (9g,5), 如 果 (a, 如 ) 达 (a ,0 ) 的 意思 是 或 者 a 二 a 焉 者 4 
一 4 和 ,并 有 HL pp . 

(d) 所 有 实数 对 (a,5)， 如 果 (q, 03) 过 (a ,5 ) 的 意思 是 4a 和 8 和 2 . 

(e) 已 知 整 环 的 所 有 子 整 环 , 在 包含 关系 之 下 . 

(f{) F[z] 中 的 所 有 多 项 式 ， 如 果 1 (7)<9(7) 的 意思 是 jzZ) 可 整除 
g (7). 

5。 考虑 具有 关系 a<=b 的 元 素 系 统 ， 关 系 a<b 满足 传递 律 和 非 目 反 律 
(a 二 a 永远 不 成 立 )。 证 明 : 如 果 a 委 2 的 意思 是 或 者 9 一 b 或 者 4 二 b， 那 么 
集合 是 半 序 集 . 

6. 证 明正 文中 叙述 的 引 理 ， 

7.(a) 证 明 : $11.3 的 例 1 中 ， 格 工 是 通过 子 空间 之 间 的 集合 包含 关 

(b) 叙述 并 证 明 . 关于 $11.3 例 2 的 一 个 类 似 的 命题 
(c) 如 果 用 mj% 来 定义 全 体 正 整 数 集合 的 半 序 , 那么 信和 VV 都 意味 
着 付 么 呢 ? 


S11.7 格 


相 容 性 原理 指出 怎样 通过 并 和 交 来 定义 包含 ， 现 在 我 们 反 过 
来 说 明 , 可 通过 包含 来 定义 并 和 交 、， 也 就 是 说 ,x\Vy 是 既 包 含 z 又 
包含 Y 的 最 小 集合 , 而 xA\y 是 既 包 含 在 y 中 又 包含 在 9 中 的 最 大 
集合 .这 一 说 法 是 由 人. 9， 皮尔 斯 (Peirce) 提 出 来 的 ， 我 们 把 它 更 
确切 地 叙述 如 下 . 

设 于 是 半 序 集 己 的 某 些 元 素 的 集合 , 如 果 一 个 元 素 a, 对 所 有 
XCX 都 满足 a<w, 那么 称 a 是 卫 的 “和 下界 ”". 象 第 四 全 所 描述 的 那 
样 ,“ 最 大 下 界 "(g. 1. b. ) 指 的 是 包含 其 他 所 有 下 界 的 上 界 , 即 最 大 
下 界 c, 它 对 其 他 任意 下 界 a, 满足 ca。 显 然 ， 最 大 下 界 如 果 存 
全 ， 就 一 定 丽 一。 这 龙 因为 如 果 4 和。 都 是 同一 个 集合 和 的 最 大 
下 卉 ,那么 w 关 pD, 并 且 b 宕 a, 因此 4 一 
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对 偶 地 , 我 们 可 以 定义 “上 界 “ 和 “最 小 上 界 ”(1.u,b. ), 并 可 证 
明 如 果 最 小 上 界 存在 ， 就 一 定 瞧 一. 这 里 我 们 正 使 用 了 元 数学 的 
对 但 原 理 !: 因此 , 我 们 可 以 说 “集合 的 最 大 下 和 界 ”、“ 集 合 的 最 小 上 
界 " 而 不 用 说 “集合 的 一 个 最 大 下 界 ? 或 “集合 的 一 个 最 小 上 历 . 当 
然 这 里 假定 这 些 界 是 存在 的 . 

引 理 1 在 住 意 格 中 ， 交 w 八 yy 和 并 XV8 分 别 是 由 和 和 ?两 
个 元 素 组 成 的 集合 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 

证 明 因为 x 八 ? 八 y 二 xAy 和 y 八 x 八 y 二 x 人 A 人 yy， 所 以 相 容 性 
原理 指出 zx 八 y 是 x 和 y 的 下 界 ， 它 也 是 最 大 下 界 ， 这 是 因为 由 
z 克 和 zy， 再 次 根据 相 容 性 原理 可 推出 z==x 八 z=zx 八 (y 八 ?) 
二 (XAY) 八 *， 所 以 zxAy， 因 此 zx 人 9 是 最 大 下 界 .， 由 对 偶 性 
就 完成 了 整个 引 理 的 证 明 . 

这 个 35| 理 表明 ,任意 格 是 具有 “ 格 性 质 ” 的 半 序 集 ， 所谓“ 格 性 
质 ” 是 指 任意 两 个 元 素 具 有 最 大 下 界 和 最 小 上 界 ， 我 们 现在 将 指 
出 , 这 个 性 质 完全 地 表征 了 格 . 

定理 3 设 工 是 住 意 半 序 集 , 其 中 任意 两 个 元 素 x， 具有 最 
大 下 界 XANY 和 最 小 上 界 Vy, 那么 在 人 和 \VWV 两 种 运算 之 下 ， 了 是 
一 个 格 , 在 这 个 格 中 ,a 二 5 当 且 仅 当 qa/ 八 6 一 a( 或 等 价 于 qb 二 5). 

证 明 只 须 证 明 医 等 律 , 交 换 律 .结合 律 和 吸收 律 及 相 容 性 原 
理 . 而 且 根 据 对 偶 原 理 只 须 对 最 大 下 界 来 证 明 千 等 律 、 交 换 律 和 
结合 律 。 由 定义 的 对 称 性 ， 交 换 律 显然 满足 ， 因 为 z 人 (89 人 z) 和 
GZ 人 As 都 是 xz,y，z 三 个 元 素 的 最 大 下 界 , 所 以 满足 结合 律 . 根 
据 定 义 , 显然 zz 一 2 因而 需 等 律 是 显然 的 ， 为 了 证 明 相 容 性 原 
理 , 首先 假定 Z 委 多 那么 任意 使 得 zx 和 z<y 的 ?， 满 足 z 委 他 
而 %<% 且 XYy, 所 以 2 满足 最 大 下 春 z 人 zy 的 定义 , 因此 z= 二 zx 作 Yy. 
反之 ,如 果 Y&=2ZAAy 那么 , x 是 9 的 下 界 ， 所 以 xX<y, 这 就 证 明了 
相 容 性 原理 .吸收 律 可 通过 类 似 于 § 11.4 的 引 理 3 的 证 明 而 推 

»。449 。 


出 . 

上 面 没 有 提 到 分 配 律 , 因为 分 配 律 不 是 在 一 切 格 中 都 成 立 . 例 
如 , 当 zy，2 是 四 元 素 群 (图 3 的 第 一 图 ) 中 选 出 的 三 个 二 阶 子 群 
计 , 分 配 律 就 不 成 立 . 然而 , 两 个 与 此 有 关 的 不 等 式 成 立 ， 

定理 4 在 任意 格 中 , 半分 配 律 成 立 : 

/AYV2) (AY) V(rANz), 
VINNIETVYI) A LY 2z). 

此 外 ,每 一 个 分 配 律 可 推出 它 的 对 偶 形 式 ， 

证 明 根据 对 偶 原 理 ， 证 明 可 简 赂 一 半 ， 关 于 第 一 个 半分 配 
律 , 请 注意 , 右边 的 两 项 分 别 是 左边 两 项 的 下 界 ; 因此 x 和 zz 的 
其 大 下 乔 是 XA 作 9 的 上 界 , 又 是 x 八 z 的 上 界 ， 所 以 是 zx 人 y 和 xz 人 > 
的 最 小 上 界 (z 八 y)\YV (x 作 y) 的 上 界 . : 

最 局 , 假设 $11. 3(iii) 中 的 第 一 个 分 配 律 成 立 ， 我 们 展开 得 到 

(ZVI)A(TV 3)= [LVI ANTI VL VY Nz 
—XV (x/\2) V (yANz) 
一 VANz)， 

这 就 是 8S11. 3(ii) 中 的 即 一 个 分 配 律 ， 根据 对 偶 原 理 ， 就 完成 了 
定理 的 证 明 . 

由 上 面 一 些 定理 推 得 , 要 证 明 一 个 集合 代数 是 布尔 代数 , 我 们 
只 须知 道 , (所 集合 包含 关系 满足 自 反 律 、 反 对 称 律 和 传递 律 ; (ii) 
两 个 集合 的 并 是 包含 这 两 个 集合 的 最 小 集合 ， 两 个 集合 的 交 是 包 
含 在 这 两 个 集合 中 的 最 大 集合 ; (十 ) 恒 等 地 有 SN (TUUD)= (SP 
ZT)UCS{ID0); (iv) 每 个 集合 S 有 一 个 “ 补 ”S', 社 足 SnS'=O0， 
SUS =IT， 这 也 就 证 明了 

定理 5 布尔 代数 是 一 个 分 配 格 ,这 个 格 包含 元 素 DO 和 了 使 
得 对 一 雪 a, 有 Oa<T, 并 且 在 这 个 格 中 ,每 个 a 有 一 个 补 a, 满 
足 a/N\a =0,aVa’=I. 
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布尔 代数 也 可 以 用 许多 其 他 公设 系 来 描述 .例如 下 面 习题 13 
就 表示 了 一 个 布尔 代数 . 


习 题 
图 3 中 哪些 图 表示 格 ? 
画 出 两 个 新 图 来 表示 不 是 格 的 半 序 集 ， 
$ 11.6 的 习题 4 中 列 出 的 集合 中 , 哪些 表示 格 ? 
和 证明: 如 果 在 格 工 中 2 委 c, 那么 对 一 切 ak 有 56A 人 AD 和 acAc， 和 aV 
baVce. 
5， 叙 述 并 证 明 布 尔 代数 的 对 偶 原 理 . 
6。 从 正文 中 给 出 的 引 理 1 前 半 部 分 的 证 明 , 写 出 后 半 部 分 前 详细 证 明 ， 
让 此 为 例 说 明 对 偶 原 理 ， 
7 证 明 : 只 有 有 限 个 元 迪 的 格 ， 具 有 元 达 0 和 了 它们 满足 O 委 xz 委 1， 
对 一 切 元 素 x. 
*8。 证明: 含有 0 和 了 的 有 限 半 序 集 ， 如 果 任意 适合 qi 宇 b)(i, J 一 1， 
2) 的 元 素 al:，a，B1，5; 中 间 有 一 个 元 索 cs， 使 得 对 所 有 的 i 和 ;有 Ga 宇 c 
之 by， 那 么 这 个 半 序 集 是 一 个 格 . 
9。， 链 是 一 个 全 序 集 ( 即 是 这 样 的 半 序 集 , 其 中 任意 元 素 x 和 或 者 满足 
7 之 gy, 或 者 满 是 y 二 2). 
(a) 和 证明: 每 个 链 是 一 个 分 配 格 , 
(b) 证 明 : 一 个 格 是 链 当 且 仅 当 它 的 所 有 子 集合 都 是 子 格 ，, 
“10， 一 个 格 为 模 当 且 仅 当 由 xz 之 2? 总 可 推出 x 人 (yVz)=(zAMy)Vz. 
(a) 证 明 : 每 个 分 配 格 是 模 . 
(b) 机 出 表示 五 元 素 的 格 而 不 是 模 的 图 形 . 
(c) 证 明 : 下 列 各 集合 是 一 个 模 格 . 
(一 个 矢量 空间 的 所 有 子 空 间 . 
(11) 一 个 阿 贝 耳 群 的 所 有 子 群 . 
(ii) 任意 群 的 所 有 正规 子 群 . 
(d) 证 明 ; 在 横 格 中 ,由 z 委 2 总 可 推出 XV (9 和 人 2) =(zV 失 人 zz， 因此 
可 推断 , 对 于 模 格 , 对 偶 原 理 成 立 . 
“11。 在 任意 布尔 代数 中 ,两 个 元 素 z 与 yy 的 对 称 差 定义 为 z 十 y 二 (z 人 
451 。 


i 3 和 
量 重 生 和 


Yy )V (x 人 人 幼 ， 
(a) 如 果 z 和 3 是 集合 , 它们 的 对 称 差 指 的 是 什么 ? 画图 说 明 . 
(b) 说 明 z 十 y 满足 结合 律 、 交 换 律 ,并 且 其 有 零 元 素 ， 
(c) 证明; 如 果 把 对 称 差 当 作 和 ， 把 交 当 作 积 ， 那 么 每 个 布尔 代数 是 一 
个 交换 环 ， 
12. (a) 证 明 : 如 果 我 们 在 矢量 空间 Z2 中 用 57 二 (wi191，…，Wnyn) 来 
定义 乘法 , 那么 Z2 变 为 一 个 交换 环 , 在 这 个 环 中 , 对 一 切 寺 有 如一 志 . 
*(b) 证 明 : 在 运算 上 ATI 一 上 7，E5V1I 一 上 7 十 57， 上 一 (1 
1) 一 6 之 下 , 这 个 环 是 一 个 布尔 代数 . 
*13， 证 明 : 如 果 工 是 具有 泛 界 0 和 了 的 格 ， 在 这 个 格 中 每 个 元 素 a 都 
有 补 g', 具有 性 质 
Tg 当 且 仅 当 a 人 zx=0, 
y 过 4 当 且 仅 当 aVy 二 了 
那么 工 是 一 个 布尔 代数 ，( 提 示 :; 为 了 证 明 第 一 分 配 律 , 只 须 证 明 
e=[ahA (6Vc)]A 人 [LGAD VaAc)]=0 
把 e 写 成交, 并 考虑 每 一 项 ,) 


311.8 集合 表示 


$ 11.5 的 主要 结论 是 ， 对 于 布尔 代数 所 假定 的 公设 可 推出 
一 组 恒等式 , 这 些 恒等式 对 于 交 、 并 、 补 的 集合 代数 来 说 都 是 正确 
的 ， 实 际 上 , 已 经 证 明了 , 一 个 特殊 集合 如 的 适当 一 族 子 集合 1， 
…, 3。 具有 性 质 : 对 于 两 个 布尔 多 项 式 p,g, pC94,…, 56,) =g(81 
…, 5,) 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 析 取 标准 型 ， 对 于 给 定 的 n， 所 
有 这 些 析 取 标准 型 组 成 的 布尔 代数 称 为 具有 ?个 生成 元 的 自由 布 
尔 代数 . 
我 们 现在 将 证 明 一 个 更 强 的 结果 , 并 顺便 指出 , 用 来 定义 分 配 
格 的 公设 完全 地 表征 了 集合 的 交 和 并 的 性 质 ， 为 此 目的 ， 我 们 需 
要 同 态 和 同 构 的 概念 , 它们 类 似 于 对 于 群 用 过 的 同 态 和 同 构 概 念 . 
定义 ”一 个 从 格 五 到 格 至 的 函数 了 :> 了 HH， 如果 对 一 切 
。 了 452 。 


IEZ 有 fAY) 三 太 c)A 人 FID 和 jzVg 二 joCD)VTG)， 那 么 函 
数 了 称 为 同 态 ， 一 一 映 上 的 同 态 称 为 同 构 ， 

例如 , 由 维 因 图 (图 1) 的 三 个 圆 和 了, 乡 生 成 的 布尔 代数 与 2 
的 所 有 子 集 组 成 的 代数 同 构 ， 相 应 的 国 数 就 象 8 11. 5 中 所 定义 的 
那样 ， 

5| 理 1 两 个 布尔 代数 (看 作 格 ) 之 间 的 同 构 :4< 一 >B 一 定 
把 4 中 的 泛 界 O 7 和 补 映 射 到 妃 中 相应 的 泛 界 和 和 补 . 

证 明 显然 对 一 切 zc4, OA 人 X= 二 0” 可 推出 “对 一 切 1(w)EB， 
(0) 信 f(z) = 二 (OA 八 z) = 二 1(0)"” 因 此 f(0) 是 8B 的 泛 下 措 ; (1)= 二 I 
的 证 明 类 似 .， 因 此 “在 4 中 zxz 八 x =0” 可 推出 “在 B 中 f(z) 八 f(zw) 
二 了 (vA 作 % ) = 二 1(0) = 二 0”"， 对偶 地 有 f(z)VYVf(z)=IT， 这 就 证 明了 
f(z) 二 [f(z)] ,从 而 完成 了 引 理 1 的 证 明 ， 

定义 集 环 是 集合 了 的 这 样 一 族 子 集合 : 如 果 这 个 族 包 含 任 
意 两 个 子 集合 仿生， 那么 它 一 定 包 会 它们 的 交 态 [1 人 了 和 它们 的 
并 SUT; 集 域 是 这 样 的 集 环 ; 它 包含 了 包含 空 集 多 ,并 且 如 果 包 
会 住 意 集 合 5, 那么 也 一 定 包 含 癌 的 补 癌 . 

换 句 话说 ， 工 的 子 集 构成 的 集 域 恰好 是 了 工 的 所 有 子 集 构成 的 
布尔 代数 4 的 一 个 布尔 子 代数 ; 工 的 子 集 构成 的 集 环 恰 好 是 4 的 
子 格 , 这 时 把 4 看 作 分 配 格 ， 我 们 将 证 明 , 每 个 有 限 分 配 格 与 集 环 
同 构 ， 每 个 有 限 布 尔 代 数 与 某 ( 有 限 ) 集 合 的 所 有 子 集 构成 的 集 域 
辐 构 .这 些 结论 有 氮 类 似 于 群 的 凯 莱 定理 ， 

在 证 明定 理 1 的 这 些 逆 命 题 时 , 我 们 还 需要 下 面 的 概念 ， 

定义 ” 格 荆 的 一 个 元 素 g>0， 如 果 由 wy 二 a 可 推出 4 二 a 
或 9 二 @, 则 称 @ 是 并 -不 可 约 的 ;如果 GJ， 并且 由 人 X 八 y 二 G 可 推 
出 和 = 和 或 二 @, 则 称 G@ 是 交 -不 可 约 的 ; 一 个 元 素 Dp， 如 果 p 放 0， 
并 且 不 存在 元 素 2 使 得 1XDO, 则 称 思 为 原子 (atomy) ， 

5| 理 2 在 布尔 代数 中 ,一 个 元 率 是 并 -不 可 约 的 当 且 仅 当 它 

。 了 53 。 


太一 个 厚 子 ， 

证 明 如 果 Pp 是 一 个 原子 ,那么 由 p= 二 x\Vy 推 出 z=p 或 
x 二 0; 在 第 二 种 情形 中 p=0Vy 二 y， 因 此 p 是 并 -不 可 约 的 . 反 
过 来 ， 如 果 G 不 是 原子 也 不 是 O， 那 么 对 某 个 Y 有 xy 一 0. 
因此 

a=aAT=a/AN\(zVY)=(a/N\z) Vla/N\r’)=7rY (a NY’), 
这 里 xw 二 ga， 因为 a 八 X? 三 4， 并 且 由 人 Az =a 将 推出 x=a 八 +*= 
GAY 八 X 二 0, 所 以 还 有 wAw 一 ga， 因此 表明 a 是 并 -可 约 的 . 

现在 , 对 任意 有 限 格 工 的 每 个 元 素 a, 设 S(@) 是 荆 中 所 有 并 - 
不 可 约 元 素 ps 二 4 的 集合 , 考虑 上 映射 4|-~->5 (a). 我 们 有 


5| 理 3 在 有 限 格 荆 中 ,每 个 元 素 @a 满足 4 一 V 2 


证 明 对 于 a 二 0, 可 立即 得 出 上 述 结 论 ， 因 为 S(0)=%( 空 
集 ), 并 且 0 是 空 集 的 最 小 上 界 . 对 于 任意 其 他 的 aEL， 我 们 应 用 
数学 归纳 法 第 二 原理 ， 设 P(n) 是 命题 ， 当 工 中 元 素 x<e 的 个 数 
不 % 王 nn(a) 时 5| 理 3 成立。 显然 如 果 4 是 并 -不 可 约 的 ， 则 P(n)》 
正确 .而 如 果 a 是 并 -可 约 的 ， 也 不 是 0， 那 么 a=x\Vy， 其 中 
ZX<a, ya,， 因此 %(z) 二 n(@),n(y) 二 n(a)， 对 1% 用 归纳 法 ， 由 此 


得 到 x 和 2 是 并 -不 可 约 元 素 的 并 : x= VP 和 y= Vg 因此 


0G 二 Vv ps: V Vv 2, 是 并 -不 可 约 元 素 的 并 ， 


5| 理 4 在 任意 有 限 格 工 中 ， 映 射 4f 一 >S(a) 把 荆 中 的 交 映 
射 到 集合 论 中 的 交 : S(a 人 6b)=S(a) [1S(b). 

证 明 根据 a 八 b 的 定义 ,Pp 三 a 八 5 当 且 仅 当 2 和 ca 和 p<b. 

引 理 3 在 有 限 分 配 阁 卫 中 ， 了 映射 gF>SCa) 把 五 中 的 并 映 
射 到 集合 论 中 的 并 : S(aVb)==S(a)US(05). 
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证 明 ”一 个 给 定 的 并 -不 可 约 元 素 了 2 包 省 在 acY2 中 当 且 仅 当 
P=pA(aVb)= (pANa) VV (pAb). 
如 果 了 是 并 -不 可 约 的 , 则 上 式 意 味 着 或 者 p 八 4 一 了 7( 即 DB 魏 o) 或 者 
P 八 9 二 7( 即 p23) .这 表明 ，S (aV5) 包 含 p 当 且 仅 当 或 者 S(a) 
包含 了 或 者 仿 (2) 包 含 2， 而 反 过 来 显然 在 任意 格 中 都 正确 . 
证 毕 

5| 理 4 和 5| 理 5 表明 ， 了 映射 5 六 >Q(o) 是 从 二 到 集 环 弥 上 的 
一 个 同 态 ，.: 殉 是 由 王 的 并 -不 可 约 元 素 的 集合 了 工 的 所 有 子 集 构 成 . 
而 且 51 理 3 表明 这 个 映射 是 从 工 到 统 上 的 一 一 映射， 这 就 证 明了 

定理 6 住 意 有 限 分 配 阁 荆 与 一 个 集 环 同 构 . 

当 工 是 有 限 布 尔 代数 时 , 引 理 2 告诉 我 们 , 每 个 ac 工 是 全 部 原 
子 p<g 的 并 ， 还 有 ,根据 引 理 4 和 引 理 5, 对 任意 ak 过, 有 

S(@ flS(a)=S(aAN\a) =8(0)= 8, 
和 和 
(ol US(a)=S(aVa) =8(D =, 
这 里 J 是 工 中 所 有 原子 (并 -不 可 约 元 素 ) 的 集合 ， 这 就 是 [LS (q)J 
= 心 (cc ) 所 以 函数 a>S (a) 是 一 个 同 构 . 

我 们 已 经 证 明了 映射 4F 厂 >T(@) 是 从 任意 布尔 代数 工 到 工 的 
原子 的 子 集 的 集 域 字 上 的 一 个 同 构 .我 们 现在 指出 灾 包 含 工 的 原 
子 所 有 集合 , 从 而 证 明 

定理 ( 任意 有 限 布 尔 代 数 荆 与 它 的 原子 的 所 有 集合 组 成 的 
布尔 代数 同 构 . 

证 明 的 完成 ”这 里 只 剩 下 证 明 下 面 的 事实 : 如 果 S 和 T 是 工 
的 原子 pw Pp.，… 的 两 个 不 同 集合 ， 那 么 V pb, Vv 2,。 但 这 是 下 


面 5| 理 的 推论 . 
引 理 6 如 果 原 子 4 声 V Bu， 那么 GCCS。 
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因为 假定 引 理 6 成 立 , 则 Vv np, 只 包含 人 5 中 的 原子 , 而 不 包含 其 


引 理 的 证 明 根据 一 般 分 配 律 , 有 
I 一 4 人 Vv P, = V (9 人 2。) 


因为 9 是 六 -不 可 约 揭 ， 所 以 推出 上 式 右 边 有 某 一 个 5 八 ?= 一 90, 因 
此 0<g<<p,, 因为 ps 是 原子 , 这 就 推出 &=?。. 


二 项 
1. 证 明 : 如 果 两 个 有 限 集合 I 和 J 的 元 素 个 数 相同 ， 那 么 了 的 所 有 子 
集 组 成 的 代数 与 了 的 所 有 子 集 组 成 的 代数 同 构 . 
2. 证 明 ， 对 每 个 正 整 数 n, 存在 含有 2* 个 元 素 的 布尔 代数 . 
3. 证 明 : 2 元 吕 集 合 的 所 有 子 集 组 成 的 布尔 代数 恰好 有 2! 个 自 同 构 . 
4。(a) 求 出 一 个 从 布尔 代数 4 到 布尔 代数 了 B 上 的 格 同 态 f:4 一 B， 这 
个 同 态 不 保持 泛 界 或 补 . 
(b) 证 明 : 这 样 的 同 态 保持 补 当 且 仅 当 它 保持 世界 ， 
5. (a) 所 有 正 整 数 的 集合 Z+ 在 半 序 “ms 当 且 仅 当 和 ja 之 下 是 一 
个 格 . 
(b) 证 明 : 这 个 格 是 分 配 格 . 
(c) 鉴定 它 的 并 -不 可 约 元 素 ， 
6. 证 明 : 如 果 有 限 分 配 格 工 的 全 体 并 -不 可 约 元 素 是 链 0, 那么 工本 身 
是 一 个 链 . 工 的 元 素 比 C 的 元 素 多 多 少 ? 
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第 十 二 章 超 限 算术 


812.1 数 与 集合 

本 章 将 讨论 数 与 集合 之 间 的 联系 ， 这 就 是 对 正 整 数 用 基数 的 
方法 处 理 , 它 与 $2.6 中 用 皮 亚 诸 公 设 阑 明 的 序 的 处 理 方法 对 比 ， 
后 者 是 把 大 家 所 熟悉 的 序列 “一 , 二 , 三 , 四 , …? 看 作 是 基本 的 .这 
种 基数 处 理 方法 能 够 使 我 们 按照 集合 来 定义 数 ， 从 而 减少 在 数学 
中 必须 假定 的 不 加 定义 的 术语 的 总 数 ， 但 是 为 了 实现 这 一 方案 ， 
还 需要 很 大 变动 的 基本 概念 来 与 本 书 吻合 . 
所 以 , 我 们 将 假定 读者 已 熟悉 正 整 数 和 集合 的 概念 , 并 从 这 里 
.进行 讨论 ， 我 们 的 目的 是 ， 推 广 这 种 基数 方法 以 便 给 出 无 限 基 数 
的 严格 定义 ， 无 限 基数 概念 在 现代 数学 中 起 着 很 基本 的 作用 .用 
这 个 定义 , 我 们 指出 基数 如 何 相 加 、 相 乘 、. 并 产生 任意 基数 需 , 在 这 
过 程 中 证 明 , 这 些 运 算 具 有 正 整数 相应 运算 的 绝 大 部 分 (虽然 不 是 
全 部 ) 性 质 ， 

数 与 集合 之 间 的 关系 来 源 于 下 面 定义 . z 

定义 设 妈 是 任意 正 整数 ， 一 个 集合 局 区 为 县 有 基数 (用人 
号 表示 就 是 0(S) 王 ?由 ) 当 且 仅 当 六 的 全 体 元 素 与 整数 1,2,3,， 
名 之 间 知 在 双 射 . 

这 个 定义 意味 着 S 的 全 体 元 素 可 以 标明 s1, sy ss …，sw， 其 
中 ss 是 5 中 对 应 于 整数 的 元 素 ， 换 句 话说 , 我们 可 以 来 数 @ 的 
元 素 , 一 直 数 到 n, 每 个 元 素数 一 次 而 且 仅 数 一 次 ， 由 此 得 到 一 个 


(DD 有 时 称 空 集 为 具有 零 基数 的 集 . 
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推论 ， 如 果 两 个 集合 3 和风 具 有 相同 的 基数 ， 那 么 8S 和 了 之 间 存 
在 一 个 双 射 , 即 存在 对 应 关系 si<e 一 三，…，3Sn< 一 > 但 是 下 面 
事实 并 不 显然 : 同一 个 集合 不 能 有 两 个 不 同 的 基数 , 也 就 是 说 , 按 
不 同 顺 序 重 新 计数 ， 我 们 不 能 得 到 不 同 的 元 素 总 数 ， 我 们 现在 就 
来 证 明 这 个 事实 , 先 叙述 一 个 稍微 一 般 的 结果 . 

定理 i】 设 从 和 81 是正 整 数 、 集 合 《1，2，…， 似 》 和 集合 
(1 2 ,2 的 一 个 真子 集 之 间 存 在 一 个 双 射 当 且 仅 当 纪 一 7。 

证 明 ”如果 mn， 那么 双 射 :1< 一 >1,2<->2,…，m< 一 >m 
就 是 我 们 所 要 的 对 应 .定理 1 的 这 一 半 命 题 比较 显然 ， 但 是 分 析 
逆 命 题 时 必须 更 谨慎 些 . 

当 m= 二 1 时 , 逆 命题 是 显然 的 , 这 因为 1 是 最 小 正 整 数 ; 因此 
我 们 可 以 对 m 用 归纳 法 我 们 现在 假设 集合 条, …, m} 和 整数 集合 
{1,…, 他 的 真子 集 8 之 间 有 一 个 双 射 1< >F(D，…, me 一 >) 
定义 一 个 新 的 双 射 < 一 >g(i) (i 二 1,…,m 一 1) 如 下 : 

g(i) =f(2), 当 f(i) Fn 
9g(2)=f(m), 当 了 () 一 2 

因为 至 多 对 一 个 i 使 1(i) =%n, 所 以 对 应 i< 一 >g (i) 将 是 整数 1, 、 
m 一 1 和 整数 1,…,n 一 1 中 的 某 些 整 数 之 间 的 一 一 对 应 . 

根据 假定 , 所 有 整数 (i) 的 集合 5S 是 集合 {1,…, ww} 的 真子 集 ， 
这 意味 着 8 不 包含 所 有 整数 1，…，n. 让 我 们 在 S 之 外 选取 一 个 
最 小 的 正 整 数 5<<n, 所 以 对 2 二 1，…, m, 了 (让 ) 决 不 竺 于 上 . 当 < 
时 ， 条 件 (1) 表 明 , 没有 一 个 g(i) 等 于; 当 =n% 人 时 ，f(i)=% 决 
不 成 立 , 所 以 没有 一 个 g() 等 于 了 f(m). 无 论 哪 种 情况 , 整数 g(1)， 
,9(m 一 1 不 能 包含 所 有 整数 1,…, nn 一 1, 所 以 i< 一 >g (3) 是 整数 
集合 志 ,…, m 一 1 和 整数 集合 {1，…, 一 1} 的 真子 集 之 间 的 一 一 
对 应 .现在 根据 数学 归纳 法 假设 , 我 们 能 得 到 m 一 1<n 一 1， 因 此 
两 边 都 加 上 1, 就 有 和 一 %， 
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推论 1 集合 (人 …… Mm) 和 集合 代 ，…， 1%} 的 一 个 子 集合 之 间 
疮 在 一 个 双 射 当 且 仅 当 Mn. 

证 明 ”如果 m 二 wn, 那么 双 射 1< 一 >1,…,m< 一 >m 就 是 所 要 的 
对 应 。 肥 过 来 , 如 采 i< 一 > 了 ( 让 是 集合 入 ,…, mr) 和 整数 1,…,% 中 
禁 些 整数 之 辣 的 双 射 ， 那 么 它 是 集合 {入 ,…,m} 和 (1,…, n, 1% 十 1} 
的 真子 集 之 间 的 双 射 。 因 此 根据 定理 1, 有 m=<n 二 1, 所 以 人 < 魏 20， 

推论 2 如果 集合 {1，…，?R} 和 集合 红 ，…, 0} 之 间 存 在 一 个 
一 对 一 上 映 上 ,那么 似 一 2。 

这 因为 ,根据 推论 1, 有 mr 二 nn 和 nm, 因 比 和 =2. 这 就 表明 ， 
间 一 个 集合 不 能 有 两 个 不 同 的 正 整 数 作为 它 的 基数 . 

推论 3 如 果 访 是 集合 位 ,，…', %} 的 一 个 真子 集 , 那么 在 集合 
{1,， ,2 和 集合 8 之 间 不 存在 双 射 . 

证 明 如果 存在 这 样 的 双 射 ， 由 定理 1 将 得 出 % 二 n, 这 是 不 
盾 的 . 

上 述 结 果 可 直接 推出 下 面 结论 . 设 S 和 7 了 是 任意 两 个 集合 ， 
它们 的 基数 分 别 为 正 整 数 n 和 x. 那么 m<n 当 且 仅 当 & 和 用 的 子 
集合 之 间 存 在 一 个 双 射 ;m= 当 且 仅 当 含 和 整个 了 之 间 存 在 一 个 
双 射 ， 


习 题 
1.。 证 明 : 如 果 和 集合 态 的 基数 为 %，t 是 S 中 的 特定 元 素 ， 那 么 S 和 {1， 
…, 外 之 间 存 在 一 个 双 射 , 使 得 二 对 应 于 %。 
2. 证 明 : 如 果 和 集合 5 的 基数 为 n, 那么 从 5S 中 去 掉 一 个 元 素 后 , 便 留 下 
一 个 基数 为 % 一 1 的 集合 3 
3， 用 证 明定 理 1 时 用 过 的 方法 直接 证 明 推 论 1, 
4 象 习 题 3 那样 证 明 推论 3， 


， 了 59 。 


812.2 可 数 集 


一 个 集合 称 为 有 限 集 当 且 仅 当 它 的 元 素 可 以 用 通常 的 方法 计 
” 数 . 下 面 我 们 把 这 个 概念 阐述 得 更 确切 些 . 

定义 ”一 个 非 空 集合 心 称 为 有 限 集 当 且 仅 当 它 的 基数 是 一 
个 正 整 数 . 不 是 空 集 也 不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 . 

例如 , 所 有 正 整数 的 集合 Z+ 是 无 限 集 . (利用 定理 1， 这 是 不 
难 证 明 的 . ) 我 们 现在 引进 如 下 概念 : 无 限 集 也 可 以 看 作 是 有 基 
数 的 . 

定义 ”一 个 集合 5S, 如 果 它 与 所 有 正 整 数 的 集合 是 双 射 的 ， 那 
么 称 护 为 可 数 集 ， 或 称 癌 具有 基数 人 (用 符号 表示 山 就 是 0043) 一 gd). 

这 个 定义 的 条 件 等 价 于 : 可 以 把 4 的 全 部 元 素 列 成 普通 的 无 
限 序列 8s1, 82, sg …，S。 …， 使 得 心 的 每 个 元 素 出 现 一 次 且 仅 出 现 
一 次 .如 条 为 一 个 集合 人 与 可 数 集 S 是 双 射 的 ， 那 么 可 推出 TT 本 
身 也 是 可 数 的 ， 

定理 4 〈 徊 里 咯 (Galile0) 悖 论 ) 任意 可 数 集 都 有 一 个 可 以 
把 它 映 射 到 它 的 真子 集 上 的 双 射 . 

证 明 可 数 集 (比如 说 集合 S ) 的 所 有 元 素 可 以 根据 定义 写成 
序列 su s2 83，…, 它 以 全 体 不 同 正 整 数 作为 下 标 . 双 射 si< 一 >s>， 
S2< >S3 Si< >Si+l 是 集合 心 和 从 总 中 删 去 81 而 得 到 的 
集合 之 间 的 一 一 对 应 . 证 毕 

可 以 看 出 G( 可 数 无 穷 ") 是 最 小 的 无 限 基 数 . 更 确切 地 说 ， 

定理 3 任意 无 限 集 包 会 一 个 可 数 子 集 . 

证 明 议 S 是 无 限 集 ， 在 S 中 选取 任意 元 素 s1. 然后 从 


QD 和 带 第 用 希 伯 来 字母 穴 。( 读 作 “ 阿 勒 夫 ~ 零 ”) 代 替 符 号 4g 
s A460 。 


3 一 (si 中 选取 第 二 个 元 素 sy 再 从 S 一 (su s2}) 中 选取 第 三 个 元 


空 集 , 因此 我 们 总 可 以 在 这 里 选取 一 个 元 素 Os,,:， 并 且 这 个 过 程 
永远 不 会 停止, 直到 我 们 构造 出 避 的 不 同 元 素 的 无 限 序列 ， 

推论 ( 训 德 金 - 皮 尔 斯 ) 一 个 集合 态 是 无 限 集 当 且 仅 当 有 一 个 
把 访 映 射 到 它 的 真子 集 上 的 双 射 . 

证 明 如 果 昼 是 基数 为 1% 的 有 限 集 ， 那 么 态 与 (1,…,R} 是 双 
射 的 ,所 以 定理 1 的 推论 3 断言 恕 不 能 与 它 的 一 个 真子 集 双 射 . 相 
反 地 , 芭 驴 是 任 营 无 限 集 ， 它 将 包含 由 元 素 妇 , wa wa … 组 成 的 可 
数 子 集 Z. 构造 一 个 函数 ， 它 把 乙 中 每 个 元 素 2 与 其 后 继 &+1 对 
应 起 来 , 再 把 S 中 不 属于 0 的 每 个 元 素 与 其 自身 对 应 起 来 , 这 个 了 国 


数 就 是 从 5S 到 的 真子 集 的 双 射 . 证 毕 
实际 上 ,很 多 无 限 集 原来 都 是 可 数 集 (具有 基数 d)， 下 面 定 
理 给 出 两 个 例子 . 


定理 4 所 有 整数 集合 全 是 可 数 集 ; 所 有 有 理 数 的 集合 Q 是 

| 

0, 1,2,.…),(—%)<——>2n(n= 1,2, | 

3, …) 是 所 有 整数 的 集合 {0, 一 1 

1, 一 2, 2, …}》 和 所 有 正 整数 集合 

| 

下 面 我 们 来 证 明 ， 所 有 正 有 ! 
理 数 的 集合 Qt+ 是 可 数 集 . 为 此 我 

们 首先 把 所 有 正 整数 的 商 排 成 一 个 无 限 正方 形 ， 如 图 1 所 示 ， 如 


可 数 集 . 3/1 一 
证 明 对 应 xz< 一 >22 十 1(2 一 | 
{ 工 ， 2， 5, 4, 9， …} 之 间 的 一 一 对 
应 ， 这 就 证 明了 第 一 个 断言 。 人 
@ ”这 个 构造 用 了 集合 论 中 称 为 选择 公理 的 一 个 基本 原理 : 给 定 任意 集合 5, 在 
在 一 个 “选择 函数 "”, 它 从 任意 非 空 集合 TCS5 中 选取 一 个 元 素 (TDET， 
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果 按 照 顺 序 , 围绕 较 小 的 正方 形 边界 来 排列 , 那么 我 们 可 以 把 所 有 
这 样 的 商 排 成 下 面 普 通 的 无 限 序列 .第 一 项 是 了 了; 的 后 继 是 


a 二 的 后 继 ， 当 ?72 一 各 上 时， 是 Ee ; ; 当 人 w 之 n1 时 ,是 一 从 


这 个 序列 出 去 所 有 不 是 明 约 分 数 的 分 数 (或 者 等 价 地 说 , 删 去 的 
这 些 分 数 等 于 前 面 已 列举 过 的 另 一 些 整数 的 商 )， 所 得 到 的 子 序 
列 把 全 体 正 有 理 数列 成 一 个 普通 的 序列 ， 并 建立 起 Q “和民 之 间 


的 双 射 二 >k. 而 这 又 可 以 很 容易 地 扩张 成 所 有 有 理 数 的 集合 Q 


和 所 有 整数 的 集合 忆 之 间 的 双 射 二 < 一 > 有 2 0< 一 >0, 一 二 < 一 丰 
因为 Z 是 可 数 集 , 所 以 推出 Q 是 可 数 集 . 


2 匮 

1， 证 明 : 7 的 所 有 整数 倍数 组 成 的 集合 是 可 数 集 . 

2. 证 明 : 有 理 数 域 上 的 有 限 维 空间 Q* 中 所 有 矢量 组 成 的 集合 是 可 
数 集 . 

3， 直接 证 明 : 所 有 正 整数 的 集合 与 一 个 有 限 集 之 间 的 双 射 是 不 存在 的 ， 

4. 证明: 如 果 人 和 如 是 可 数 集 , 那么 STUU 是 可 数 集 ， 

5. 证 明 : 如 采 SS 二 TUU, 共 中 仿 是 可 数 集 , 工 是 有 限 集 , 那么 是 可 
数 集 ， 

6. 证 明 : 可 数 集 的 每 个 子 集 或 者 是 有 限 集 或 者 是 可 数 集 . 

7. 证 明 : 仪 由 数字 9 组 成 的 所 有 十 进 小 数 构 成 一 个 无 限 序 列 ， 这 样 的 
十 进 小 数 有 可 数 多 个 ， 

8. 分 别 建立 所 有 整数 的 集合 和 它 的 三 个 真子 集 之 间 的 特殊 的 双 射 . 


9. 证 明 : 在 图 1 中 ， 当 mn 时 ， 于 是 第 (8 一 1)? 十 和 项; 当 m>>% 时 ， 


是 第 mw 一 n 十 1 项 . 


10. 证 明 : 域 QCV 了 ) 是 可 数 的 (参看 8$ 2. 1). 
~ 452 。 


11. 证 明 : 每 个 群 包 含 一 个 可 数 子 群 或 有 限 子 群 . 

12， 列 出 实数 域 和 它 的 真子 集 之 间 的 双 射 . 

13. 证 明 : 所 有 形 为 7 十 7r'M 一 1(7,7'EQ) 的 数组 成 的 集合 是 可 数 的 . 
*14， 证明 : 所 有 有 理 系数 多 项 式 组 成 的 环 Q[z*]j 是 可 数 的 ， 


812.3 其 他 基数 
不 是 所 有 的 无 限 集合 都 是 可 数 的 : 存在 不 止 一 个 的 “无 限 ”" 基 
数 ， 例 如 
定理 5 ( 康 托 (Cantor)) 所 有 实数 的 集合 只 不 是 可 数 的 ， 
证 明 我 们 应 用 所 谓 “ 对 角 线 法 ”. 假定 所 有 实数 有 一 个 排列 
21 22, 03 …。 把 这 些 数 的 小 数 点 后 的 十 进 小 数 展开 式 按 它们 的 排 
列 顺序 排 成 一 个 正方 形 阵列 ， 如 图 2 所 示 . 由 这 个 阵列 的 对 角 线 
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图 2 


于 的 数字 按 以 下 方式 构造 一 个 新 的 数 5 ( 它 在 0 和 1 之 间 ): 这 里 
tnn 是 对 角 线 上 的 第 ?2 个 数字 ， 设 5, 是 5 的 小 数 展开 式 的 第 % 个 
数字 , 取 

bp J 当 qnn 直 0， 

1 , 当 a,=0, 

那么 5 二 0.0162bs3b4… 是 某 个 实数 的 十 进 小 数 5 的 展开 式 ， 这 个 实 
数 不 同 于 上 述 排列 中 的 第 % 个 数 x,， 因为 至 少 小 数 点 后 第 % 位 数 
字 不 相等 ， 于 是 没有 一 个 x 等 于 8， 这 与 我 们 的 假定 “上 述 排列 
包含 所 有 实数 ” 相 了 矛盾. 

注 记 对 于 下 述 情形 ， 这 个 证 明 就 复杂 了 : 有 一 些 数 ， 例 如 
1.000.… 二 0.999.…， 可 以 有 两 种 不 同 的 小 数 展开 式 , 一 种 是 以 无 穷 
个 连续 的 9 为 结尾 ， 另 一 种 是 以 无 穷 个 连续 的 0 为 结尾 ， 当 我 们 
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假定 原来 排列 中 的 小 数 x1, Za … 都 不 用 第 二 类 展开 式 ( 带 9 的 ) 
这 个 麻烦 距 可 以 避免 ，5. 的 构造 永远 不 会 产生 数字 b, 二 9, 因此 5 
的 小 数 展开 式 是 与 x; 的 小 数 展 开 式 进行 比较 的 合适 的 形式 . 

定义 ”与 所 有 实数 的 集合 民 双 射 的 集合 态 称 为 具有 连续 统 
的 基数 c( 用 符号 表示 就 是 o(S)=c)， 

实际 上 ， 几 何 学 和 数学 分 析 中 出 现 的 大 部 分 集合 具有 基数 4 
和 c. 可 以 用 几 个 特殊 的 结构 分 别 说 明 这 一 点 ， 但 从 长 远 来 看 还 是 
针 证 明 施 多 德 (EE. Schroeder) 和 伯 因 斯坦 (F. Bernstein ) 的 一 般 
原理 更 容易 些 。 阐 述 这 个 原理 时 , 包含 着 基数 的 一 般 概 念 , 我 们 现 
在 就 来 定义 它 . 

”定义 集合 仿 的 基数 是 所 有 可 以 双 射 到 侣 的 集 全 合 (set) 组 成 
的 类 @D(class); 入 的 基数 用 o(S) 表 示 . 

由 此 得 出 ， 两 个 集合 人 S 和 具有 相同 基数 (或 者 数 等 价 ) 当 电 
仅 当 仿生 之 则 有 双 射 ， 我 们 用 符号 等 式 0(5) 二 oT) 来 表示 这 
个 结论 ， 

由 于 12. 工 最 后 一 句 话 ， 基 数 之 间 的 不 等 式 概念 可 以 与 普通 
正 整数 之 间 不 等 式 的 概念 一 致 

定义 当 集 合 @ 和 集合 全 之 间 有 一 个 由 态 到 针 的 单 射 时 ， 我 
们 就 称 集合 全 基数 优 于 集合 ,并 且 记 作 0(8)<o(T). 

定理 6 ( 施 罗 德 - 伯 思 斯 坦 ) 和 如 果 0(S) 才 9(T), 有 oo) 和 00S)， 
那么 0 人 ) 一 0(7)， 

换 句 话说 就 是 ， 如 果 存 在 一 个 由 8 到 下 的 单 射 ， 还 存在 另 一 
个 由 了 到 人 5 的 单 射 ， 那 么 就 存在 整个 5S 和 整个 人 之 疗 的 双 射 ( 逆 
全 题 是 显然 的 ). 

证 明 充 sF sz 是 已 知 的 由 心 到 全 的 单 射 ， 且 设 4F>tc 

@ 这 个 概念 好 象 “化 学 元 素 " 的 艇 念 ， 同样 是 抽象 概念 ,化 学 元 素 指 的 是 具有 一 
个 确定 核电 荷 ( 即 具 有 一 个 确定 结构 ) 的 所 有 原子 ， 
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是 已 知 的 由 全 到 心 的 子 集 的 单 射 . 3 
的 每 个 元 素 s 至 多 是 了 的 一 个 元 泰 t 
二 80-1 的 象 io; 这 个 元 素 i (如 果 在 
在 的 话 ) 本 身 在 心中 也 至 多 有 一 个 象 
源 s = 杂 - 一 80- 7 等 等 。 用 这 个 
方法 尽 可 能 地 追溯 & 的 每 个 元 过 的 
“祖先 并且 对 了 的 每 个 元 肾 也 这 样 
做 )， 我 们 看 出 有 三 种 可 能 情况 : (9) 
类 元 素 ， 它 的 “ 祖 可 以 无 止境 地 马 
调 下 去 , 也 许 是 周期 地 妃 调 下 去 (见习 
题 13); 〈0) 类 元 素 , 是 心中 的 无 母 租 
先 ? 传 下 来 的 ; (c) 类 元 素 ， 是 由 它 在 TT 中 的 “无 母 祖先 ” 传 下 来 的 . 
对 应 着 这 三 种 情况 ， 我 们 把 S 分 成 子 集合 86, So, 5。, 把 了 分 成 子 
集合 To, Ti, 了 T。， 而 且 , 包含 S 或 了 的 任意 元 素 的 类 一 定 包含 它 的 
“祖先 ”和 “后 毅 ?， | 

实际 上 , a 显然 是 (z 也 是 ! )S6o 和 To 之 同 的 双 射 , 这 因为 ，5。 
的 每 个 元 素 是 Za 的 一 个 元 素 且 只 一 个 元 素 在 ca 之 下 的 象 ， 而 7。 
的 每 个 元 系 t 是 Sa 的 一 个 元 素 且 只 一 个 元 素 io 的 象 源 . 类 似 
地 , + 是 (但 o 不是! )S8, 和 7T 之 间 的 双 射 , 而 zc 是 (但 r 不 是 ! )8。 
和 2 之 则 的 双 射 . 把 这 三 个 双 射 合 在 一 起 .So< 一 To < > 人 
心 < 一 > 了. 我 们 就 得 到 整个 S 和 整个 人 之 同 的 双 冉 。 证 毕 

这 些 情况 可 用 图 3 来 解释 ， 但 这 个 图 没有 标 出 “祖先 ”可 以 无 
止境 仍 滴 下 去 的 那些 元 素 . 集合 心 和 下 用 两 条 垂直 直线 上 的 点 来 
表示 , 这 里 + 用 朝 右 斜 下方 的 第 头 来 表示 , 0 用 朝 左 斜 下 方 的 箭头 
来 表示 ， 而 5 到 TD 的 双 射 用 不 带 箭头 的 直线 来 表示 . 

定理 7 直线 段 Q， 0< 一 1， 平 面 上 的 单位 正方 形 ,. 
0 二 X,Y 二 1, 空间 中 的 单位 立方 体 933 0 二 X,Yy, 2 二 1, 都 具有 基数 c。 
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证 明 ” 国 数 zF> 6 一 其 道 为 g 上 > 1ogeg) 征 一 c2 生 2 一 十 co 


和 0 一 9 一 十 co 之 间 的 一 一 对 应 ; 函数 y > 了 5 一 ?其 逆 为 2 > 


过) 是 0<9 一 +co 和 0 一 ?<<1 之 问 的 一 一 对 应 .因此 函数 zcH-> 
ee 
1 十 6 
一 个 结论 . 

为 了 证 明 第 二 个 结论 , 我 们 芳 碟 映射 

《0.71V203…，0.918283…) 上 一 > 0.Z19173820323 《2 从 
这 是 写成 小 数 形式 的 0,1 间 的 实数 有 序 对 和 0,1 间 单个 实数 之 同 的 
映射 . 它 是 正方 形 S; 和 直线 段 51 的 一 个 子 集 合 之 同 的 单身 (时 然 . 
不 连续 ) 一 一 如 果 不 排除 某 一 位 后 仅 由 数字 9 组 成 的 小 数 , 那么 这 . 
个 映射 就 是 S3 和 整个 Si 之 间 的 双 射 了 . 这 就 证 明了 0(S2)<0(S1)， 
但 是 又 有 o(S1) <o(S2) (通过 明显 的 映射 z 上 -> (2 总) 因此 根据 | 
定理 6 得 到 o(S:) =0(51), 这 就 是 说 gs 的 基数 是 c, 类 似 的 映射 

(0.71Zazs…，0.91g283…， 0.z12228…) > 《0.719121X28222…) (3) 
可 证 明 o(Ss)<o(Si) ,因此 类 但 地 有 os) =c. 证 毕 : 

基数 为 c 的 集合 的 另 一 些 例 子 将 在 习题 中 给 出 。 


= 是 由 一 co<z<< 十 co 到 0 一 z 一 1 的 双 射 ， 这 就 证 明了 第 


可 题 
1， 为 什么 施 罗 德 - 伯 思 斯 坦 定 理 在 集合 2。 是 空 集 的 情况 下 是 显然 的 7 
在 这 种 情况 中 5, 怎么 样 ? 


2. 当 3 是 区 间 -Is 去 元 中 是 区 间 一 1St 委 记 t 是 单 射 sy83，C 


是 双 射 tr->t 时 ， 明显 地 确定 集合 ~ 心 5 心 。， 7 ,, 2,, T,. 

3. 当 六 是 正 整数 集合 ， 全 是 非 负 整数 集合 ， z 是 映射 sF>8，o 是 映射 
tr->! 十 1, 确定 集合 Lo, DD,, 心 。， 1, 7, 1. 
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4。 证 明 : % 维 实 空 间 中 任意 包含 连续 弧 的 子 集 合 都 具有 基数 c. 
5. 证 明 ; 如 果 存 在 一 个 从 集合 S 到 整个 第 二 个 集合 全 的 满 射 ， 那 么 
0 (7T) E08). 
6. 证 明 习 题 5 的 逆 命 题 ， 如 果 o(Z) 过 0(5), 那么 存在 一 个 S 到 T 上 的 
满 射 ，《〈 你 可 以 假定 选择 公理 成 立 , ) 
7， 基数 等 价 关系 (0(5) 一 0(7)) 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 吗 ? 关系 
o(9) 委 0 人) 满足 这 些 定 律 吗 ? 给 出 证 明 . 
8， 证 明 : 如果 o(S) 委 o(2) 且 0(0)==0(5), 那么 0(U) 志 0 (TD)， 
“9. 证 明 : 以 四 元 数 为 元 素 的 芭 X% 和 扰 阵 共有 个 . 
“10.。 在 0 和 1 之 向 所 有 实数 的 集合 与 所 有 无 限 小 数 0.919z93… 的 集合 、 
之 间 建 立 一 个 明显 的 双 射 . 
*TI1。 建立 区 间 0<z<1 和 0 入 xz 委 10 之 间 的 双 射 . 
“12。 不 用 施 罗 德 - 伯 思 斯坦 定 理 直 接 证 明 : 
(a) 所 有 非 负 实数 的 集合 上 共有 基数 c， 
(b) 那些 非 整 数 的 正 实 数组 成 的 集合 具有 基数 e. 
“13， 设 入 是 自然 数 集合 , 当 S=NU ta 9,w}，T=NU {u,v, 2w}, oo (n) 
二 nw 十 1， 并 且 在 {u,v,w} 上 循环 ( 即 o (x) 二 2，0 (9) 二 w，o (w) 一 四 ra) 
二 % 十 2， 并 且 在 从, 2, 2 上 恒 等 ( 即 T() = 二 WwW，T(9) = 二 9，T(wW) 二 w), 明显 地 
确定 集合 So，S,,，S,, TT;, TT.. 


“12.4 基数 的 加 法 与 乘法 


无 腿 基 数 就 象 有 限 基 数 那 样 可 以 相 加 和 相 和 雏 ， 除 了 消去 律 以 
外 的 所 有 定律 仍然 成 立 , 

设 色 和 2# 是 正 整 数 ， 我 们 可 以 用 下 面 方法 构造 一 个 基数 为 
m 十 7 的 集合 : 基数 为 m 的 集合 5 (比如 说 集合 位 , 2,…, m)) 再 加 
上 一 个 基数 为 % 的 与 它 不 相交 的 集合 (比如 说 集合 {m 十 1 
m 十 2,…, m 十 R))。 那么 并 SS US" 就 具有 基数 m 十 wn。 类 似 地 , 所 
有 数 对 (2, 儿 ) 的 集合 (其 中 i 跑 遍 整数 1,…, m, j 跑 遍 整 数 1,…， 
n; 例如 ,mm xz2% 矩阵 的 元 素 的 全 体 下 标 ) 具有 基数 mn. 我 们 并 不 去 
证 明 这 些 熟 悉 的 事实 ， 而 要 指出 这 些 事 实 障 示 着 基数 加 法 和 乘法 
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运算 可 以 推广 到 无 限 基 数 , 如 下 所 述 . 

”定义 设 Q 和 是 任意 基数 。 则 分 别 具 有 a 个 和 忆 个 元 素 的 
两 个 不 相交 子 集 的 并 的 基数 是 a 十 ， 所 有 数 对 (X,Y) 组 成 的 集合 
(这 里 ,x 跑 遍 具 有 个 元 素 的 集合 ，Y 跑 遍 具有 忆 个 元 素 的 集合 ) 
的 基数 是 wp. 

基数 加 法 是 单 值 的 , 这 是 因为 如 果 5S 是 两 个 不 相交 子 集 5 和 
"的 并 ,全 是 两 个 不 相交 子 集 T' 和 7T" 的 并 ,并 且 恕 和 了 全 之 间 , 人 
和 和 2 之 间 都 存在 双 射 , 那么 我 们 可 以 把 这 两 个 双 射 合并 成 整个 4 

和 整个 下 之 间 的 一 个 双 射 . 类似 地 ， 基 数 的 乘法 也 是 单 值 的 ， 事 
实 上 , 普通 算术 的 大 部 分 定律 , 如 同 用 于 有 限 数 的 情形 一 样 ， 都 可 
用 于 无 限 数 的 情形 儿 . 

定理 8 基数 加 法 和 乘法 满足 交换 律 和 结合 律 ; 末 法 对 于 加 
法 满足 分 配 律 ;1 是 单位 元 素 . 

证 明 基数 加 法 的 交换 律 和 结合 律 是 布尔 代数 定律 的 推 论 . 
因为 不 管 对 什么 集合 SS 和 全 ， 国 数 (wx， 纺 上 > (yg，2) 是 所 有 数 对 
(z,y) [XES,yET] 的 集合 和 所 有 数 对 (y, 2) [yET, xzES] 的 集合 之 
全 的 双 射 ， 由 此 推出 乘法 交换 律 ， 显然 所 有 3- 数 组 ((x, 力 ，2) 
[zxES，yET，zE0] 的 集合 到 所 有 3- 数 组 (xz，(g，2) ) [ZES，3E7T， 
zEU ] 的 集合 存在 一 个 双 射 , 这 里 5S, T,U 是 任意 集合 , 由 此 推出 乘 
法 结合 律 。 最 后 ， 如 果 人 各 是 不 相交 的 ， 那 么 所 有 数 对 (x，w) 
[xzES, wET 或 0 的 集合 的 基数 显然 是 0(5S)[o(TD) 十 o(0)]; 而 所 
有 数 对 (x, y)LxXES, yE7T] 的 集合 与 所 有 数 对 (x%，z) [zxSES，zED0] 的 
集合 的 并 的 基数 是 0(S)o(T) 十 ol(S)o(UV)， 这 两 个 集合 之 间 存 在 
一 个 明显 的 双 射 , 因此 这 就 证 明了 分 配 律 . 对 任意 基数 a, 显然 有 


@。 可 惜 ,根据 以 下 定理 (我 们 不 证 明 )， 这 个 素 实 就 不 那么 午 要 了 ， 这 个 定理 是 
说 , 任意 两 个 无 限 基数 的 和 或 积 只 是 这 两 个 基数 中 较 大 的 一 个 ,而 超 限 取 矫 (§ 12. 5) 
更 为 重要 ， 
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1 .w 一 必 

定理 9 加 法 消去 律 和 乘法 消去 律 对 无 限 基 数 来 说 是 不 成 
立 的 . : 

证 明 定理 2 的 证 明 表 明 d= 一 d 十 1. 但 由 此 可 推出 d+1=(d 
二 了) 十 1 二 d 十 2, 虽然 1 才 2, 这 驶 说 明 加 法 消去 律 不 成 立 . 再 有 ,下 
整数 的 集合 Z+ 可 以 分 成 不 相交 的 偶数 集合 和 奇数 集合 ， 它 们 都 是 
可 数 的 , 因此 d 十 d=d. 所 以 , 根据 定理 8， 有 (1 十 1)d==1.:d 或 2d 
二 1d, 还 是 2 关 1. 证 毕 

实际 上 , 对 于 所 有 无 限 基数 ， 方 程 a 二 a 十 1 和 &= 二 ga 成 立 ， 
但 我 们 不 去 证 明 它 们 . 

由 此 得 出 一 个 推论 ， 有 限 基 数 和 无 限 基数 的 系统 不 能 被 网 人 
任何 一 个 具有 减法 和 除法 的 系统 中 去 .你 能 证 明 它 吗 ? 


习 题 
， 详 细 证 明 (用 布尔 代数 ): 基数 加 法 工 足 交换 律 和 结合 律 . 
证明: 对 任意 无 限 基数 c, 有 C&=C 十 1 (提示 : 用 定理 3.) 
. 证明: d 填 d 十 4d 一 ddd 二 d，、( 提 示 : 见 图 1.) 
: (a) 征明: 如 果 % 是 有 限 基 数 , 那么 4 十 2 一 d. 
(b) 同样 证 明 : nd=d. : 
. 不 用 定理 6 证明: c 十 d=e¢. 
， 不 用 $12.5 证 明 : ec- 十 c=ece=e, 
证 明 ; dc=¢. 
， 证 明 § 12.4 中 最 后 一 个 命题 . 
(a) 证 明 : 如 果 xz 宇 d， 那 么 x 十 d= 二 x 
(b) 证 明 : 如 果 z 十 d= 一 c， 那 么 z 一 人 
*10、 对 于 可 数 群 G,， 性 感 关于 G 的 可 能 有 限 子 群 妨 的 阶 的 拉 格 明日 完 

理 (第 六 章 ) 的 证 明 . 

(a) 证 了 明 : 证 明 中 对 六 的 阶 不 加 限制 . 

(b) 证 明 : 在 可 数 群 G 中 可 存在 任意 给 定 有 限 阶 的 子 群 
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*812.5 要 得 


如 果 仿 和 荆 是 有 限 集合 ， 它 们 的 基数 分 别 为 m= 二 045) 和 %= 
0(T)， 那 么 普通 之 n” 二 0(T)"*) 可 以 描述 为 由 集合 仿 到 了 的 函数 
的 个 数 . 对 任意 这 样 的 对 应 zx 上 ->y9 确定 一 个 阔 数 yy 二 f(z), 它 对 
每 个 自 变 量 xES, 都 赋 给 一 个 值 YE7， 为 了 计算 所 有 不 同 的 抽象 
函数 了 的 个 数 , 我 们 注意 , S 的 第 一 个 元 于 X 恰好 有 0(T) 种 可 能 的 
象 ; 对 于 每 一 个 这 样 的 象 , S 的 第 二 个 元 素 的 象 yy 有 o( 了 了) 种 选择 ， 
等 等 .所 以 所 有 o(S) 个 元 素 的 象 的 选 法 总 数 是 o(7Z) 和 目 飞 o(0) 
次 , 即 等 于 0(T) "5 

0(7) 的 这 种 组 合 特征 可 以 应 用 于 无 限 基数 . 

定义 设 % 和 是 任意 非 需 基 数 。 则 "是 从 由 个 元 素 组 
成 的 集合 到 由 有 个 元 素 组 成 的 集合 的 函数 的 个 数 . 

这 定义 了 一 个 单 叶 运 算 ， 即 如 果 a=a 且 B=A， 那 么 床 = 
有 “ ,其 证 明 是 显然 的 , 我 们 把 它 略 去 . 

定理 10  c 一 24 

证 明 0 和 1 之 间 的 每 个 实数 x 有 一 个 二 进 数 展开 式 0.717。 
za…， 它 可 看 作 一 个 无 穷 序 列 zi, za zs …， 其 中 x 等 于 0 或 二 
不 同 的 实数 xz 和 Y 具有 不 同 的 展开 式 (44.3)， 因 此 国 数 jw) = 
(20522073 ) 是 一 一 的 . 可 是 这 种 序列 的 个 数 由 定义 是 下 面 图 数 的 
个 数 , 这 种 函数 是 从 可 数 的 定义 域 ( 即 ， 序 列 中 所 有 4 个 位 置 组 成 
的 集合 ) 到 两 个 元 素 ( 即 0 和 1) 组 成 的 取 值 域 上 上 的 函数 ， 我 们 推 
出 ,0 和 1 之 间 的 实数 至 多 有 24 个 , 因此 根据 定理 7 有 c<24. 

另 一 方面 ， 每 个 仅 由 数字 3 和 7 组 成 的 无 限 十 进 小 数 也 可 表 
示 不 同 的 实数 , 因此 24<c. 现在 利用 定理 6, 我 们 就 得 到 cc 一 24. 

定理 1l1 对 于 任意 基数 ,有 和 ?下面 的 取 畦 法 则 成 立 ， 

(i) aasay 一 wp+y， (11) (cp 一 0 0 
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(iii) (gs) ?= as’, (iv) a!=a 和 1°=1. 
证 明 (iv) 中 的 两 个 乌 等 式 的 证 明 是 显然 的 .为 了 证 明和 恒 等 
式 (i) ~(iii)， 我 们 假定 5, 人 了 和 U0 分 别 是 具有 a, Bb 和 个 元 系 的 
集合 , 其 中 外 和 区 是 不 相交 的 . 
中 的 证 明 设 了 是 这 样 的 集合 , 在 中 ,T 和 UU 是 互 补 子 集 ， 
我 们 考虑 由 集合 下 到 集合 恕 的 国 数 &(o). 根据 定义 ， 这 样 函 数 的 
个 数 等 于 a ”"。 另 一 方面 ， 每 个 这 样 的 六 数 确 定 一 对 无 关 的 泊 数 
(f(t),9(w)), 并 且 每 对 无 关 函 数 (f(t),，9 (0 7 确定 一 个 这 样 的 图 
数 , 这 里 (四 是 由 人 了 到 5,9(w) 是 由 0U 到 5S. 由 定义 , 这 种 函数 对 的 
个 数 是 wa+， 
(ii) 的 证 明 考虑 函数 及 (), 它 对 每 个 uE0 拭 给 一 对 值 (s, t) 
二 (f(w)，g(w)),，s 和 分 别 在 S 和 中 取 任 意 值 。 由 定义 可 知 ， 
这 样 画 数 的 个 数 是 (apD) 7” 但 是 它 也 是 国 数 对 (fo ，9() 的 个 
数 oB 其 中 太 o) 是 从 了 到 8,9( 轨 是 从 辽 到 也. 
(iii) 的 证 明 考虑 两 个 变量 iET 和 wwED 的 贸 数 f(t,W)， 它 
在 心中 取 值 ,根据 定义 , 这 种 钻 数 的 个 数 是 gw “， 但是, 对 每 个 固定 
的 w(t, 习 联 系 一 个 对 应 关系 Jj.(t), 它 赋 给 每 个 t 一 个 值 f,(1) 
二 了 (t, 2ES。 反 过 来 ， 每 个 映射 &F> 思 定义 了 两 个 变量 二 和 区 
的 函数 f(t, )= 了 (让 ,因为 根据 定义 天 的 个 数 是 a， 所 以 
f(t, 2) 的 个 数 是 (a 和 )”. 证 毕 
由 定理 10 和 定理 11， 我 们 可 以 从 相应 的 关于 d 的 方程 推出 
一 些 包 含 c 的 方程 。 例 如 ， 
c2 一 (2d)2 一 224 一 2d4 一 C， 
2c—2124 =21td—24d=e¢, 
c=(2)4=24d 一 24 一 c (参看 定理 4). 
利用 这 些 结果 和 下 面 的 习题 1 以 及 定理 6， 我 们 容易 地 得 到 象 
di 二 c 和 ns 二 c( 对 任意 自然 数 % 二 1) 等 这 样 的 法 则 . 
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定理 1 对 任意 基数 &, 有 Qa 二 2“. 

说 明 ”这 个 记 鼠 是 指 % 委 2 但 g 才 2”. 

证 明 设 S 是 基数 为 a 的 任意 集合 。 则 2 就 是 函数 f(z)， 
9(z2) … 的 个 数 ， 这 些 国 数 的 定义 域 是 S， 取 值 为 0 和 1. 定义 
f(y) 二 0， 当 zx 天 y; fz(z)==1,， 于 是 我 们 就 得 到 S 和 从 5S 到 和 集合 
40, 1 的 函数 的 特殊 集合 之 间 的 双 射 z< 一 >f. 这 就 证 明了 a 志 2“. 

有 反 过 来 , 设 在 S 和 以 太 为 定义 域 、 取 值 为 0 和 1 的 函数 之 间 ， 
给 定 任 意 双 射 ?< 一 >gz. 构造 一 个 新 函数 h(x): h(z)==0, 当 g,(z) 
一]; h(z) 二 1， 当 gs(w) 二 0。 这 就 定义 了 一 个 以 5 为 定义 域 , 取 值 
为 0 和 1 的 函数 , 而 且 由 构造 可 知 ， 对 所 有 函数 g,, h(xw) 关 9,(x). 
我 们 得 出 结论 : 天 与 每 个 g; 都 不 同 , 因此 在 S 和 以 8 为 定义 域 , 取 
值 为 0 和 1 的 所 有 函数 的 集合 之 间 不 在 在 任何 双 射 ， 用 符号 表示 
就 是 , a 二 2". 


习 题 

1. 证 明 : 如 果 c 委 有 那么 对 所 有 ?, 有 
(a) a+ypB+y (b) cy 和 DT 
(c) a’<P’ (d) y°<p8 


2. 证 明 : ec? 一 22. 《提示 : 用 § 12.4 习题 7.) 

3， 证 明 : 如 果 集 合 的 基数 为 a， 那么 5 的 所 有 可 能 子 集 的 集合 具有 
基数 22:，( 提 示 : 每 个 子 集合 TS<S 定义 一 个 特征 函数 f(z): f(z)=1, 当 
XET; fr(7)=0， 当 全 7 ) 

4. 证明 : 正方 形 的 所 有 子 集 的 个 数 等 于 所 有 实 变量 实 函 数 的 个 数 . 

*5.。(a) 有 多 少 个 实数 的 有 限 集 合 ? 

(b) 有 多 少 个 实数 的 可 数 集合 ? 

*6， 有 多 少 个 实数 的 集合 , 它们 的 基数 是 ec? 

7， 约定 对 一 切 c>0, 有 009=I 和 0:=0，。 证明， 这 个 约定 与 定理 11 的 
定律 (让 ~(iv) 是 相 容 的 . 
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第 十 三 章 环 与 理想 


$13.1 环 


在 这 一 章 中 , 我 们 将 着 手 研究 一 般 的 环 以 及 它们 的 同 态 , 还 要 
指出 后 者 是 如 何 同 理想 有 关 . 然 后， 我 们 把 理想 的 概念 应 用 到 与 
代数 曲线 ,代数 曲面 有 关 的 几何 上 去 , 并 且 应 用 到 代数 数 的 分 解 理 
论 中 去 (在 第 十 四 章 中 )， 我 们 的 基本 公设 如 下 所 述 . 

定义 还 4 是 这 样 的 元 素 系 统 : 它 在 加 法 运算 之 下 是 一 个 阿 

贝 耳 群 ,在 乘法 运算 之 下 是 封闭 的 , 这 个 来 法 满足 结合 律 ， 并 且 对 
于 加 法 满足 分 配 律 ， 于 是 , 对 于 环 A 中 所 有 的 G,5b,c, 有 
a(bc)= (ab)e, 
a(b+i+ce)=abtac, (1) 
(g++-b)c=ac+t+be. 
我 们 还 要 假定 每 个 环 A 和 4 有 一 个 单位 元 素 1 关 0, 满足 14 二 61 二 a, 对 
一 切 GEA4. 

坏 包括 在 第 一 、 二 三 童 中 所 研究 的 所 有 整 环 和 其 他 交换 环 ， 
例如 Zn( 模 mr 整数 ) 和 Aizj], 4fz, yj( 系 数 在 任意 给 定 的 交换 环 4 
中 的 多 项 式 环 )， 它 还 包括 非 交 换 环 , 例如 § 8. 11 的 四 元 数 环 ， 任 
意 给 定 域 尺 上 的 所 有 % xxz 和 矩阵 组 成 的 集合 对.(F) 在 4 十 B 和 
4B 运算 之 下 是 一 个 环 , 当 wn 之 1 时 , 它 也 是 非 交 换 环 . 

如 果 和 4 和 B 是 任意 两 个 环 ， 那 么 所 有 数 对 (a, 8) (其 中 oa€4,， 
bEB) 组 成 的 集合 , 在 由 

(G1, 01) 十 aa, 02) 一 (CGI 十 Go b1++ 6,), (2) 

(al b1) (az D2) = (410», Di1pD2) 
定义 的 两 种 运算 之 下 是 一 个 环 . 这 样 得 到 的 环 称 为 4 与 互 的 直 和 ， 
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记 作 4DBDB， 例 如 , 设 Q@ 是 有 理 数 域 , Z 是 整数 环 ，Q 是 四 元 数 环 ， 
则 QZD8 是 一 个 环 ， 这 个 琳 妙 的 例子 对 很 多 类 型 的 环 给 出 了 
某 种 表示 ! 
交换 环 理论 的 大 部 分 可 以 推广 到 非 交 换 环 上 去 , 例如, §1. 12 
中 给 出 的 环 同 构 的 定义 , 不 管 是 否 满足 条 件 a5 二 ba, 都 适用 ; § 3. 3 
中 给 出 的 子 环 定 义 也 是 如 此 ， 此 外 ， 交 换 环 中 的 很 多 讨论 都 可 以 
应 用 到 任意 环 上 ， 例 如 我 们 可 以 证 明 , 一 个 环 4 的 子 集 合 人 S 是 子 
坏 当 且 仅 当 1€S, 当 2 和 在 心中 时 可 推出 2 一 c 和 bc 都 在 中 . 
另外 一 些 讨 论 见习 题 1. 
线性 代数 出 算 阵 和 四 元 数 是 具有 可 加 矢量 空间 结构 的 一 类 
坏 的 重要 例子 . 原先 这 些 环 是 作为 比 C 更 广泛 的 “结合 代数 系统 ” 
来 构 霹 的 , 今天 通常 称 它 们 为 线性 结合 代数 . 
定义 域 玉 上 的 一 个 线性 代数 是 一 个 集合 路 ， 它 是 妨 上 的 一 
个 有 限 维 矢量 空间 , 并 且 束 法 满足 结合 律 和 双 线 性 
a(By) = (ap)y, (结合 律 ) (3) 
a(cp+i+ay)=c (gb) +a(ay), 
(catap)y=c (ay) +a(py), 
对 万 中 的 所 有 标量 Cc 和 dd, 以 及 并 中 所 有 元 素 oa DB, 上述 这 些 定 
律 部 成立 。 扩 的 阶 是 把 时 看 作 关 量 空间 时 它 的 维 数 ， 当 对 守 中 所 
有 Q 有 1a 一 % 一 Ql 时 ， 针 有 一 个 单位 元 素 1。 如果 再 增加 一 个 条 
件 : 对 吕 中 每 个 a 村 0, 则 叶 中 有 元 素 @ 1!, 满足 gr-lw 一 1, 那么 称 这 
个 代数 是 可 除 代 数 . 
尾 别 是 , 每 个 线性 代数 是 一 个 环 . 
郑 名 的 弗 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 定理 (1878) 指 出 , 全 体 四 元 
数 构 成 实数 域 上 唯一 的 非 交 换 可 除 代数 . 


( 双 线 性 ) (4) 


”全 关于 线性 代数 这 部 分 材料 主要 是 作为 例子 的 来 源 , 并 由 于 我 们 对 它 本 身 感 兴 
趣 , 在 这 里 叙述 ， 它 和 § 13. 6 可 以 省 略 , 这 并 不 影响 连贯 性 . 
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例 1 在 实数 域 上 构造 一 个 由 “对 偶数 ”组 成 的 代数 ， 它 包含 
两 个 基 元 内 0 和 e, 它们 是 按照 法 则 be=s0=0，0 = 一 0，s = 一 2 来 
相 乘 ， 根 据 这 些 法 则 , 可 以 求 出 4 的 任意 两 个 元 素 的 乘积 , 因为 

(GO 十 De) (0c6 十 Ce) 一 CC0O2 十 CCOe 十 DeeG 十 DC2? 
= (ad 十 bc70 十 ppde， 
可 以 验证 ， 它 请 足 象 乘法 结合 律 那 样 的 必要 的 公设 ， 这 个 例子 很 
象 四 元 数 集合 ， 它 表明 如 何 通 过 给 出 基 元 素 的 适当 的 乘法 表 可 以 
定义 一 个 代数 . 

例 2 域 了 上 所 有 nxn 征 阵 的 全 阵 代数 到 (本 ， 以 矩阵 吾 ;; 
作为 它 的 基底 ，B;j 的 (i, J) 位 置 的 元 素 是 1, 其 余 的 元 娄 都 是 零 ， 
基 元 素 的 乘法 表 是 BijBj = 二 Bis, BijBii 二 0 (jb). 

例 3 设 G 是 含有 元 又 1,…, qs， 并 有 乘法 运算 gi%j; 二 oz 的 
有 限 群 。 如 果 了 五 是 任意 域 , 那么 存在 上 的 线性 代数 六, 它 以 G 的 
元 素 作 为 基 元 素 , 在 多 中 , 根据 G 的 群 表 , 并 由 双 线 性 来 定义 乘法 ， 


(Zial 十 必 十 Zaaa) (Yo te yn) = SFY) (Gi0)). 
I ] 


这 个 代数 称 为 G 在 五 上 的 群 代 数 . 
特别 是 ， 以 & 为 生成 元 的 二 阶 循环 群 的 群 代数 具有 基 元 素 
1 二 和 a&, 并 有 乘法 
(T°:1+y0) (1+va) = rut yb) 1 (vo yu) a. 


对 于 基底 B38，y 一 -0 这 个 群 代数 有 乘法 表 P? 一 BY? 二， 


pr=»p=0. 
例 4 22x22 和 矩阵 中 , 在 右上 方 和 左下 方 的 42xx% 和 抢 阵 块 都 是 
等 矩阵 的 所 有 和 矩阵 组 成 的 集合 构成 一 个 代数 , 这 个 代数 是 和 M2, (F) 
的 一 个 子 环 ， 它 是 两 个 W,(P) 的 直 和 . 
我 们 现在 证 明 关 于 得 阵 的 类 似 于 凯 菜 定理 (8$6. 5 定理 8) 的 
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一 个 定理 ， 同 一 个 域 了 上 的 两 个 代数 % 和 对 , 当 它们 的 元 素 之 间 
存在 双 射 a<->a', 并 保持 三 种 运算 : 对 一 切 w BE% 和 一 切 cEF， 
有 (at+pB)'=a +pB', (ca)’ =cew, (ap) -ob (5) 
时 , 我 们 称 寻 与 氏 ' 是 同 构 的 . 

定理 1 具有 单位 元 素 的 每 个 h 阶 线性 结合 代数 与 一 个 WX 
矩阵 代数 同 构 . 

证 明 ”代数 外 是 元 素 的 矢量 空间 . 同 % 中 每 个 元 素 w 相 联 
系 的 变换 T, 是 通过 右 乘 时 中 任意 元 素 £( 即 上 7 一 上 o) 而 得 到 。 因 
为 如 (4) 中 所 示 的 乘法 是 双 线 性 的 ， 所 以 了 是 线性 变换 .因为 现 
在 单位 元 素 是 1, 由 14=1p 推出 a=p, 所 以 不 同 的 元 素 & 和 有 导 
出 不 周 的 变换 下 和 了。 此 外 , 由 代数 公设 得 到 

E(a+pB)=éa+ép, Ed =c(G， Eap) 一 (8a) 有 ， 
所 以 相应 的 变换 是 < 十 6F_> 人 +U，cxF > om,ap >TU， 这 音 
味 着 对 应 aH-> 史 是 给 定 的 代数 与 中 上 线性 变换 的 代数 之 间 
的 同 构 ， 这 些 变 换 又 可 用 矩阵 同 构 地 表示 出 来 ,， 因此 定理 
成 立 . 


习 题 
(a) 证 有 明 : 在 任意 环 中 有 (一 0) (一 0) 一 ab， 一 (一 @) 一 4 
(b) 证 明 ， 对 所 有 a, a0 一 04 二 0, 并 且 单 位 元 素 1 是 唯一 的 ， 
. 证明; 由 (2) 定 义 的 直 和 实际 上 是 一 个 环 . 
. 证明: 两 个 整 环 的 直 和 不 是 整 环 . 
、 写 出 % 个 已 知 环 的 直 和 的 定义 , 并 证 明 它 是 一 个 环 . 
. 证明; 域 了 上 两 个 线性 代数 的 直 和 , 在 适当 定义 “ 数 乘 ” 运 算 之 后 , 就 
可 成 为 卫 上 的 线性 代数 
6。 证 明正 文中 关于 描述 子 环 83 的 命题 . 
7， 证 明 : 线性 代数 的 零 元 素 0, 满足 8.0=0=0.&, 对 一 切 & 
‘8. “对 偶数 ”的 代数 是 可 除 代数 吗 ， 给 出 证 明 . 
。 A476 * 


fh 


nn 心 co ho5 


9. 证 明 下 列 各 系统 是 线性 代数 : 
(a) 对 所 有 Cw 和 及 满足 条 件 <c.A=0 的 矢量 空间 下 
(b) 所 有 nxX%n 三 角形 矩阵 (对 角 线 下 面 的 元 素 都 为 零 ). : 
10. 证 明 : 如 果 书 是 下 上 任意 1%X 可 道 矩 阵 ， 那 么 4tH>P-14P 是 
ZY, (了 ) 的 一 个 自 同 构 ， 推 广 这 个 结果 . 
11. 证 明 : 同 每 个 %X 如 矩阵 可 交换 的 2X% 和 矩阵 4 一 定 是 标量 和 矩阵 。 
(这 示 : 4 同 每 个 Bij 可 交换 ,) z 
12， 设 改 古 一 个 代数 ， 证 明 : x 中 所 有 那些 与 x 的 每 个 元 素 可 交换 的 
元 素 z 组 成 的 集合 ?是 ,x 的 子 代 数 . 〈 它 称 为 x 的 中 心 . ) 


813.2 同 态 / 

给 定 两 个 环 4 和 4 以 及 对 应 at->aH, 如 果 对 4 中 每 个 元 素 
0, aH 是 4 中 唯一 确定 的 元 素 , 并 且 对 和 4 中 一 切 元 素 4,5, 有 

(a+b)H=aH+bH, (ab)H= (aH) 0H),1H=1'", (6) 
则 我 们 称 对 应 aH-->aH 是 4 到 4 的 同 态 ， 简 单 地 说 ,正如 $3.3 中 
交换 环 的 情形 一 样 ， 同 态 是 一 个 保持 单位 元 素 ， 保 持 和 与 积 的 映 
射 . 同和 群 的 情形 一 样 , 映 上 的 同 态 也 称 为 满 同 态 . 

从 环 4 到 4 的 同 态 豆 一 定 是 由 4 的 加 东 群 到 4 的 加 法 群 的 
同 态 , 所 以 鼠 具 有 8$6. 11 中 对 于 群 已 经 证 明了 的 性 质 

OH=0', (一 0g) H=— (aH), (a—b)H=aH—bH, (7) 
这 里 0 是 环 4 的 零 元 素 , 即 4' 的 加 法 群 的 单位 元 素 ， 

我 们 所 熟悉 的 把 每 个 整数 a 映射 到 模 加 剩余 类 的 对 应 aF--> 
on 是 整数 环 世 到 Z 的 同 态 。 如 果 f(x) 是 系数 在 整 环 DD 中 的 任意 
多 项 式 , 那么 用 了 中 固定 元 素 8 “替换 ”f(x) 中 的 z 而 得 到 的 对 应 
f(w) 一 > 了 (9) 是 多 项 式 整 环 D[x]j] 到 DD 的 一 个 同 态 ,因为 未 定 元 x 
的 多 项 式 形式 的 加 法 法 则 和 乘法 法 则 ， 对 于 相应 的 8 的 多 项 式 表 
达 式 , 当然 适用 . 如 果 Q[z] 是 有 理 系 数 的 多 项 式 环 , 那么 对 应 f(x) 
+ 一 > 了 (vv/ 2 ) 是 多 项 式 环 Q[7x] 到 由 所 有 数 g 十 bY 2 构成 的 域 上 
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的 满 同 态 ( 见 8$2. 1 的 讨论 ). 两 个 环 4 与 了 的 百 和 4 由 B, 通过 对 
应 (a, 5) ->z 满 同 态 地 映 到 被 加 项 B; 正好 根据 直 和 运算 的 定 
义 (2), 这 个 对 应 保持 和 与 积 . 

为 了 明确 地 擂 述 一 个 具体 的 同 态 ， 我 们 自然 要 辐 ， 什 么 时 候 
第 一 个 环 中 两 个 元 素 4 和 2 在 第 二 个 环 中 有 相同 的 象 ， 根据 法 则 
(7), 只 有 当 它 们 的 差 的 象 (一切 互 =0 时 ， 才 可 能 发 生 这 种 情况 . 
因此 我 们 寻求 这 样 元 素 的 集合 , 这 些 元 素 通 过 五 映射 到 4' 的 零 元 
素 0' 上 . 例如 , 同 态 Z 一 > 把 模 入 的 所 有 倍数 km 映 上 到 零 . 所 有 
这 些 倍数 的 集合 在 减法 之 下 是 封闭 的 ,还 有 , 这 个 集合 的 元 素 同 己 
的 任何 元 素 相 乘 后 仍 在 这 个 集合 中 . 类 似 地 ， 同 态 f(z) 一 > 了 (5) 
把 所 有 可 被 ZX 一 2 整除 的 多 项 式 映 射 到 零 , 再 没有 其 他 多 项 式 可 以 
映 时 到 零 ， 所 有 这 些 多 项 式 组 成 的 集合 仿 在 减法 和 用 D[z] 的 所 
有 元 过 (不 省 这 些 元 素 是 否 在 S 中 ) 与 它 相 乘 的 运算 之 下 是 封闭 
的 。 这 两 个 例子 继 含 着 下 面 的 定义 和 定理 (参看 $3. 8). 

定义 ” 环 4 中 的 理想 O 是 具有 下 述 性 质 的 44 中 非 空 集合 : 

(i) cl 和 cs 在 CO 中 ,可 推出 C1 一 cs 在 O 中 ; 

(iD c 在 CO 中 ,Gg 在 4 中 ,可 推出 ac 和 ca 都 在 CO 中 

定理 2 在 环 和 4 的 住 意 同 态 瑟 中 ， 由 所 有 映射 到 需 的 元 素 组 
成 的 集合 是 4 中 的 一 个 理想 . 

为 了 在 一 般 情形 下 证 明定 理 2, 设 C 是 4 中 所 有 满足 cEH=0* 
的 元 素 c 的 集合 , 其 中 0 是 象 4 的 零 元 素 ， 那 么 ， 对 4 中 的 任意 
元 素 @, 有 (ac)H= (aH) (cH)= (aH)0=0 和 和 (ca) H= (cH) (aH) 
二 0', 这 就 证 明了 性 质 (ii)。 此 外 ,根据 (7)， 由 ci:H=coH=0', 可 
得 到 

(ci—c»)H=c.H—c,H=0—0'=0" 

因此 证 明了 性 质 (2). 

这 个 结果 表明 ， 环 中 的 理想 类 似 于 群 中 的 正 规 子 群 。 为 表示 
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这 种 类 似 ， 我 们 称 通 过 同 态 刀 映射 到 零 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 为 
妃 的 核 。 妆 妃 是 满 射 ( 即 满 同 态 ) 时 ， 我 们 称 环 鼠 是 环 4 在 同 态 玖 
之 下 的 满 同 态 象 ， 所 以 每 个 元 素 EB 是 某 个 ccG4 在 鼠 之 下 的 象 
ali. 
定理 3 环 4 的 满 同 态 象 由 它 的 核 确定 ( 除 同 构 外 ) 
证 明 我 们 必须 证 明 ， 如 果 召 和 不 分别 是 4 到 4 和 4” 上 的 
满 同 态 , 并 且 a 五 ==0" 当 且 仅 当 aK=0 ,那么 4 和 4 是 同 构 的 . 
很 自然 地 ， 设 元 素 C&E4 对 应 于 a” E44" 当 且 仅 当 这 两 个 元 素 在 4 
中 有 公共 的 象 产 w 所 以 对 某 个 a, 当 aH=a',aK ==o" 时 , 有 a < 一 > 
6 ， 这 个 对 应 是 一 对 一 的 : 在 这 个 对 应 下 ,对 4 中 每 个 a, 在 4 
中 有 一 个 且 只 有 一 个 g 与 ga 对 应 ， 为 证 明 这 一 点 ， 首 先 注意 ， 对 
4 中 每 个 在 4 中 至 少 有 一 个 象 源 s， 因 此 在 4 中 至 少 有 一 个 
4 一 QK 与 a 对 应 ， 其 次 , 如 果 ca < 一 6 ,< 一 六， 那么 对 4 中 
某 两 个 ,58, 有 | | 
aH=a', aK=a", bH=a', bK=0, | 
因此 (a 一 5) 瑟 ==0' 一 4' = 二 0, 根据 假设 可 推出 0" = 二 (ga 一 b)K 二 a" 一 
2 .这 个 对 应 也 保持 和 与 积 ,这 是 因为 如 果 @ < 一 >a ;0 < 一 2 ,那么 
ot =G+6)H<e—>(0to)K=0" + 0", 
6'b'=(ab)H<—>(ab)K =a"b", 
这 里 4 是 a 和 oa” 的 公共 人 象 源 , 5 是 5 和 的 公共 人 象 源 . 
理想 的 两 个 性 质 (i) 和 (ii) 有 儿 个 耳 按 推论 。 任意 理想 C 包含 
某 元 素 c, 因此 (i) 表 明 c 一 c=0 在 C 中 ， 所 以 对 C 中 任意 ¢, 0 一 c 
二 一 (也 在 C 中 . 根据 性 质 (1)， 我 们 得 到 , ~C 中 任意 两 个 元 素 之 
和 和 Ci 十 C2 二 C01 一 (一 02) 也 在 C 中 ,于 是 ,因为 1€4, 所 以 4 的 非 空 子 
集 C 是 4 的 理想 当 且 仅 当 任意 线性 组 合 qici 土 qzcs 和 cial 士 czaa 
在 C 中 , 其 中 cl 和 cs。 在 C 中 ,a 和 az 在 4 中 . 特 别 是 ， 4 的 理想 
不 一 定 是 4 的 子 环 ， 因 为 它 可 以 不 包含 4 的 单位 元 素 ， 整 个 环 4 
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和 仅 由 一 个 元 素 0 组 成 的 {0} 总 是 任意 环 4 的 理想 ， 它 们 称 为 环 
4 的 假 理 想 ， 任 意 其 他 理想 称 为 真理 想 ， 相 应 地 ， 环 4 的 真 满 同 
态 是 这 样 一 个 同 态 , 它 的 核 是 4 的 真理 想 , 所 以 真 满 同 坊 不 是 一 个 
同 构 ( 同 构 只 把 {0} 映 到 0)， : 

定理 4 可 除 环 没有 真 满 同 态 象 . 

证 明 ”只 须 证 明 可 除 环 DD 没有 真理 想 , 设 0 是 D 中 任意 理想 ， 
它 不 是 理想 {0}, 于 是 它 包含 一 个 元 素 e 关 0， 由 性 质 (ii)， C 包含 
1=c-!ic, 再 由 性 质 (ii)，C 包含 整个 可 除 环 的 任意 元 素 4 二 a*1. 因 
化 C 不 是 真理 想 , 如 断言 所 述 ， 

证 毕 

如 果 刀 是 交换 环 4 的 元 到 ， 那 么 2 的 所 有 倍数 x&( 其 中 变数 
zxE4) 的 集合 (5) 是 一 个 理想 ， 因 为 可 以 验证 性 质 (i) 和 (ii)， 这 个 
理想 (8) 称 为 主 理想 ， 它 是 4 中 包含 8 的 最 小 理想 ， 我 们 回忆 一 
下 , 由 $1.7 定理 6 可知, 整数 环 乙 中 的 每 个 理想 都 是 主 理想 ， 根 
据 8 3.8 定理 11， 任 意 域 了 上 的 一 个 未 定 元 的 多 项 式 整 环 F[z] 
中 ,上述 结 论 同样 成 立 . 

在 两 个 变量 的 有 理 系 数 多 项 式 环 QILx, yj] 中 , 常数 项 为 零 的 所 
有 多 项 式 的 集合 CO 是 一 个 理想 ， 它 并 不 是 主 理想 ， 因 为 两 个 多 项 
式 z 和 虽然 都 在 0 中 , 但 它们 不 能 都 是 其 中 一 个 多 项 式 的 倍 式 ， 
也 不 能 同时 是 同一 个 多 项 式 f(x, g) 的 倍 式 . 虽然 这 个 理想 C 不 能 
由 任意 单个 多 项 式 所 xz, 幼 生 成 ， 但 是 它 的 所 有 元 素 都 可 用 含有 多 
项 式 系 数 的 线性 组 合 Z9g(2z, 9) 十 98(2, 9 来 表示 ， 所 以 整个 理想 是 
通过 两 个 生成 元 x 和 y 的 线性 组 合 给 出 . 

现在 考虑 由 交换 环 4 中 任意 给 定 的 有 限 个 元 素 的 集合 生成 的 
理想 ， 如 果 一 个 理想 C 包含 元 素 cb cz …, cmw 那么 它 必 包含 所 有 


线性 组 合 Szici, 其 中 系数 xz 在 4 中 ， 而 集合 


as A480 ， 


(Cl1， C2，'…， Cm) 一 [所 有 元 素 之 ,zici， XA (8) 


本 身 是 一 个 理想 , 这 是 因为 
之 Ci 一 yi: = ,vi—yi) os 


a( Seo )= avi)0s 


也 就 是 说 , 这 个 集合 具有 关于 理想 所 要 求 的 性 质 ( 了 和 (11)， 因 为 4 
具有 单位 元 素 1, 所 以 每 个 元 素 c; 必然 是 集合 (8) 中 的 一 个 元 素 
Ci 一 0.01 十 十 0.0j -1 十 1.c;i 十 0 十 十 0.Cn。 

因此 , 由 (8) 式 定义 的 集合 (c1,…, cm) 是 包含 cb …， cm 的 4 的 一 个 
理想 ， 并 且 它 还 被 包含 在 包含 所 有 c; 的 任何 理想 中 ， 它 称 为 以 
cp Cm 为 基底 的 理想 . 〈 这 种 基 元 素 不 能 同 矢量 空间 的 基底 相 
类 比 , 因为 ze1 十 … 十 zmcm 二 0 不 一 定 能 推出 cl 二 … 二 cm=0.) 

在 大 多 数 熟 悉 的 整 环 中 , 每 个 理想 都 有 一 组 有 限 基 底 , 但 是 也 
存在 一 些 整 环 情况 并 非 如 此 ， 


习 题 

1， 在 下 列 了 映射 中 , 哪些 是 同 态 ， 为 什么 ? 对 于 是 同 态 的 映射 ,描述 喘 射 
到 和 零 的 理想 . 

(a) am504， 4 是 之 中 整数 

(b) f(z)P3> 了 (8)，f(z) 是 QIz] 中 多 项 式 , @ 是 三 次 单位 根 . 

(c) 了 (x, DF>f(t, ,是 了 [xw, 旨 到 FF[ 让 的 映射 (z,y,t 是 未 定 元 )， 

2， 证 明 : 交换 环 的 每 个 同 态 象 是 可 交换 的 ， 

3， 在 多 项 式 了 (3, 四 二 a 十 b13 十 Day 十 C1z? 十 czxY9 十 CY 十 … 组 成 的 环 
QLx, 引 j 中 ,下 列 多 项 式 集合 中 哪些 是 理想 ? 如 果 那 个 集合 是 理想 , 就 求 出 它 
的 基底 . 

(a) 常数 项 为 零 (a= 二 0) 的 所 有 多 项 式 了 (z, 力 ， 

(D) 不 含 ?的 所 有 多 项 式 有 (4,9) (61= 二 c1=6s= 二 … 二 0)， , 
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(c) 不 含 二 次 项 的 所 有 多 项 却 (ca 一 cz 一 cs 一 四 。 
4. (a) 求 出 Ze 中 的 所 有 理想 . 
(b) 求 出 Ze 的 所 有 同 态 象 ， 
5， 详 细 证 明 : 第 一 章 中 定义 的 环 Z/ (m) ==Zn 是 乙 的 唯一 的 真 满 同 


6. (a)》 对 每 个 名 求 出 ZZ 中 的 所 有 理想 . 
(b) 求 出 乙 , 的 所 有 满 同 态 象 .， 

7. 求 出 两 个 域 的 直 和 中 的 所 有 理想 ， 并 推广 这 个 结果 ， 

3， 求 出 直 和 ZBZ 中 的 所 有 理想 , 这 里 ZZ 是 整数 环 . 

*9. 证明: 如 果 C 和 Os, 分 别 是 环 41 和 4, 中 的 理想 ， 那 么 直 和 C1. 细 
0; 是 直 和 4 四 4, 中 的 理想 , 并 且 这 个 直 和 中 的 每 个 理想 都 具有 这 种 形式 ， 

10. 证 明 : 在 整 环 中 , (qa) = (5) 当 且 仅 当 a 和 5 是 相伴 (§ 3.6). 

11. 证 明 : 如 果 4 是 一 个 交换 环 ， 其 中 每 个 型 想 都 是 主 理想 ,那么 4 中 
任意 两 个 元 素 a 和 5 都 有 最 大 公 因 子 a, 并 可 天 成 4==7a 十 8b. 

*12， 设 4 是 包含 域 玉 的 环 , 4 和 如 具有 同一 个 单位 元 素 ( 例 如 4 可 以 是 
域 天 上 的 多 项 式 环 ). 证 明 : 4 的 每 个 真 同 态 象 包含 一 个 与 王 同 构 的 子 域 . 


*13。 设 Zx* 是 由 所 有 有 理 数 一 (其 中 分 母 与 给 定 的 素数 7 互 素 ) 组 成 的 
环 . 证明: Z# 中 每 个 真理 想 具 有 形式 (2p*), 其 中 上 是 某 正 整 数 . 


$13.3 商 环 
对 环 的 每 个 同 态 , 都 存在 对 应 的 理想 , 该 理想 的 元 素 在 同 态 下 
映射 到 零 ， 反 过 来 , 给 定 一 个 理想 , 我 们 现在 将 构造 一 个 相应 的 同 
态 象 ， 环 4 中 的 理想 C 是 4 的 加 法 群 的 子 群 .4 中 每 个 元 素 a 属 
于 一 个 陪 集 ,这 个 陪 集 常常 称 为 剩余 类 a'=a 十 C0， 它 是 由 所 有 和 
g++c( 变 量 cE0) 组 成 ， 两 个 元 素 和 m 属于 同一 个 陪 集 当 且 仅 
当 它们 的 差 在 这 个 理想 C 中 ， 因 为 加 法 是 可 交换 的 ， 所 以 C 是 加 
法 群 4 的 正规 子 群 , 因此 C 的 所 有 陪 集 构成 阿 贝 耳 商 群 , 在 这 个 商 
群 中 , 两 个 陪 集 的 和 是 另 一 个 陪 集 , 它 是 通过 把 两 个 代表 元 相 加 而 
得 到 , 即 
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(at+0)+(atC)= (m+a2)+C. (9) 
$ 6. 13 中 已 经 证 明 , 这 个 和 不 依赖 于 在 给 定 的 陪 集 中 元 素 qu/ 和 a 

为 了 构造 两 个 陪 集 的 乘积 ， 在 第 一 个 陪 集中 选取 任意 元 素 
bi 十 cb 在 第 二 个 陪 集中 选取 任意 元 素 qz 十 c。， 乘 积 

(gm 二 ci)(as 十 ca) 一 aiaa 二 (aica 十 Clas 十 clc2) 一 0l02 士 C 
总 是 售 集 aiw +C 中 的 一 个 元 素 ， 因为 根据 理想 的 性 质 (11),.aic， 
cia2 0c1C2 这 些 项 都 在 理想 C 中 . 因此， 第 一 个 陪 集 中 的 元 素 与 第 
二 个 陪 集 中 的 元 案 的 所 有 乘积 都 在 同一 个 陪 集 中， 这 个 乘积 陪 
(al 十 CC)(a 十 C) 一 Ci 十 忆 ， (10 ) 

陪 集 乘 法 的 结合 律 和 分 配 律 立 即 从 4 中 相应 的 定律 可 以 得 到 ， 包 
含 1 的 陪 集 起 单位 元 素 的 作用 ， 所 以 4 中 必 的 全 体 陪 集 构成 一 
个 环 . 

正 是 根据 陪 集运 算 的 定义 (9) 和 (10), 把 4 的 每 个 元 条 映射 到 
它 的 陪 集 的 对 应 oh 一 >a 二 a 十 C 是 一 个 满 同 态 ， 在 这 个 满 同 术 象 
中 ， 零 元 素 是 陪 集 0+C, 所 以 C 的 元 素 都 被 映射 到 零 .， 这 些 结果 
可 以 总 结 如 下 : 

定理 5 在 定义 (9) 和 (10) 之 下 , 环 4 中 任意 理想 CO 的 全 体 降 
集 构 成 一 个 环 ， 称 为 商 环 山 4/C， 函数 ahH 一 >G 十 CO 把 4 的 每 个 元 
素 映 射 到 包含 它 的 陪 集 , 它 是 4 到 商 环 4/C 的 一 个 满 同 态 ， 而 且 
这 个 满 同 态 核 是 给 定 的 理想 (CC 

推论 1 如果 J4 是 可 交换 的 ,那么 4/C 也 是 可 交换 的 . 

理想 与 同 态 的 关系 现在 已 经 齐全 了 .， 竺 别 是 ， 定 理 3 关于 唯 
一 性 的 糊 言 可 以 改 述 如 下 : 


由 环 4/C 也 常 锌 称 为 剩余 类 环 ,因为 它 的 元 素 是 C 在 4 中 的 剩余 类 ( 陪 集 )， 
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推论 2 如 果 满 同 态 豆 把 4 映射 到 4 ， 并 有 同 态 核 C， 那 么 
4 与 商 环 4/C 同 构 . 
模 n 整数 的 环 Zw 现在 可 以 描述 成 商 环 Z/(m)， 反 过 来 ， 由 
这 个 例子 所 启发 , 当 (a 一 了 )EC 时 , 我 们 常常 写成 4 三 8(C), 并 且说 
4 和 是 同 余 的 , 模 环 尽 的 理想 C. 
商 环 的 每 个 性 质 都 反映 在 它 的 生成 理想 C0 的 相应 的 性 质 中 . 
为 了 解释 这 个 原理 ， 我 们 定义 极 大 理想 和 素 理 想 ， 如 果 4 中 包含 
理想 C 的 理想 只 能 是 C 和 和 本身， 则 我 们 称 C 二 4 是 极 大 理想 外. 
如 果 4 中 理想 忆 包 含 乘 积 ab 时 ， 至 少 包含 其 中 一 个 因子 4 或 5 
则 我 们 称 卫 为 素 理 想 ， 
在 交换 环 中 , 素 理 想起 着 特殊 的 作用 ， 例 如 ,在 整数 环 乙 中 ， 
主 理想 (Pp) 是 素 理 想 当 且 仅 当 %p 是 素数 ， 因 为 当 p 是 素数 , 而 不 是 
其 他 情形 时 , 两 个 整数 的 乘积 2 是 六 的 倍数 当 且 仅 当 有 一 个 因子 
是 p 的 倍数 ， 
定理 6 如 果 有 A 是 交换 环 , 那么 商 环 4/C 是 整 环 当 且 仅 当 忆 
是 素 理想 ， 商 环 4/C 是 域 当 且 仅 当 CO 是 4 的 极 大 理想 . 
证 明 交换 环 4/C 是 整 环 当 有 旦 仅 当 它 没有 零 因 子 (81.2 定 
理 1)， 这 个 条 件 用 公式 写成 | 
ob =0, 仅 当 a = 二 0 或 8’ 二 0, (11) 
这 里 和 5 分 别 是 元 素 a 和 5 在 4 中 的 陪 集 ， 现 在 0 的 陪 集 a 
是 零 当 且 仅 当 a 在 理想 C 中, 则 上 述 条 件 可 以 改写 成 
ab 在 C 中 , 仅 当 a 在 COC 中 或 8 在 COC 中. (12) 
这 恰好 就 是 素 理 想 C 的 定义 . 
其 次 ， 假 定 C 是 极 大 理想 ， 并 设 是 4 中 不 属于 C 的 任意 元 
素 . 那么 可 以 证 明 , 所 有 元 素 ec 十 pxz( 其 中 任意 cEC, 任意 xE4) 组 


中 “ 极 大 理想 "有 时 用 “无 因子 理想 "代替, 
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成 的 集合 是 一 个 理想 ， 这 个 理想 包含 C， 并 包含 不 在 C 中 的 元 素 
5b， 因为 C 是 极 大 理想 ， 所 以 这 个 理想 一 定 是 整个 环 4. 特别 是 ， 
单位 元 内 1 在 这 个 理想 中 , 所 以 对 某 个 wm 有 1I= ec- 上 pa 用 陪 集 来 
表示 , 这 个 方程 写成 1 = 二 54 。. 于是, 对 任意 陪 集 =" 七 C 夫 C, 我 
们 已 求 出 互 逆 陪 集 @' = 十 C， 这 就 是 说 ， 陪 集 组 成 的 交换 环 是 一 
个 域 ， 反 过 来 , 如 果 4/C 是 一 个 域 ， 我 们 可 以 证 明 C 是 极 大 理想 
《习题 10). 证 毕 

因为 每 个 域 是 一 个 整 环 ， 所 以 定理 6 意味 着 每 个 极 大 理想 是 
素 理想 .然而 反 过 来 , 素 理想 不 一 定 是 极 大 理想 ， 例 如 , 考虑 同 态 
f(x,y) > 了 (0,y)， 它 把 系数 在 域 了 上 的 未 定 元 7 和 的 多 项 式 
双环 有 tx yj 映射 到 较 小 的 整 环 F[yj] 上 .因此 映射 到 零 的 理想 是 
主 理想 (x)， 它 是 由 x 的 所 有 倍 式 (多 项 式 ) 组 成 ， 因 为 象 环 F[y] 
实际 上 是 一 个 站 环 所 以 这 个 理想 (x) 是 一 个 素 理想 , 这 也 可 以 直 
接 验证 .但 是 F[y] 不 是 域 , 所 以 (z) 不 可 能 是 极 大 理想 ， 实 际 上 ， 
它 包含 在 较 大 的 理想 (z, 9) 之 中 , (z, y) 是 由 常数 项 为 零 的 所 有 多 
项 式 组 成 ， 


习 题 

1. 证 明 : 陪 集 的 乘法 满足 结合 律 和 分 配 律 ， 

2. 设 模 一 个 理想 C<4 的 同 余 定义 为 : a=5(modC) 当 且 仅 当 6 一 2 在 
C 中 . 证明: 同 余 可 以 相 加 和 相 乘 ，C 的 陪 集 是 由 相互 同 余 的 元 素 组 成 . 

3， 详 细 证 明定 理 5 的 推论 1 

4， 求 出 整数 环 Z 中 所 有 素 理想 . 

5， 求 出 域 了 上 多 项 式 环 P[z] 中 的 所 有 素 理 想 和 所 有 极 大 理想 . 

*6， 不 用 定理 6 证明: 整 环 中 每 个 极 大 理想 都 是 素 理 想 . 

*7， 在 整 系数 多 项 式 整 环 乙 [z] 中 , 求 出 不 是 极 大 理想 的 素 理想 . 

3、 证明 : 在 所 有 数 g 十 bw (a,5b 为 整数 ，o 是 虚 三 次 单位 根 ) 组 成 的 整 
环 Z[w] 中 , (2) 是 素 理想 ， 并 描述 商 环 乙 [o]/(2). 
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9， 在 多 项 式 环 QLz， 纠 中 ， 下 列 理想 中 哪些 是 素 理 想 ? 哪些 是 极 大 
理想 ? 


(a) (z)， (b) (z—2, y—3), 
(C) 《8 一 3)， (d) (Z2 十 1)， 
(e) (22 —1), (f) (2z2 十 1，Yy 一 3). 


所 


10， 证明: 如 有 果 商 环 4/C 是 一 个 域 , 那么 C 是 极 大 理想 ， 
11， 求 出 一 个 熟悉 的 环 与 下 面 每 个 商 环 4/C 同 构 : 
(a) A=Q[z], C= (7—2); 
(b) A=Q[z], C= (z+1); 
(c) A=Q[z2, yj, 0O= (x, 一 1); 
(d) A=Z1ix], C= (3,2); 
(e) 4=Zpy，C 一 (2)， 这 里 2 的 定义 见 $ 13.2 的 习题 13. 
12. (第 二 同 构 定理 ) 设 0C>>D 是 环 4 中 的 两 个 理想 . 
” (a) 证 明 ; 商 C/D 是 4/D 中 的 理想 , : 
(b) 证 明 ; 4/C 与 (4/D)/(C/D) 同 构 ，。( 提 示 : 两 个 同 态 的 乘积 是 
一 个 同 态 . ) 


* § 13.4 理想 的 代数 


理想 之 间 的 包含 同 数 之 间 的 整除 性 有 着 密切 的 关系 ， 在 整数 
环 Z 中 ,nlm 意味 着 m 二 an, 因此 和 勾 的 每 个 倍数 是 的 倍数 .% 的 
倍数 组 成 主 理想 (n)， 所 以 条 件 %|im 意味 着 (mm) 包含 在 (nw) 中 . 反 
过 来 ,(m)CC(n) 特 别 意 味 着 m 在 (7) 中 ,因此 m= 二 arx， 所 以 

(m)C(w) 当 且 仅 当 rn|?m。 

更 一 般 地 , 在 任意 交 搞 环 五 中 ，(58)C(Ca) 可 推出 ， 对 某 个 xER 有 
0 二 az, 妈 al5， 反 过 来 , 如 果 a12, 那么 对 某 个 xER 有 b= 二 ax, 于 是 
对 所 有 的 6yS(5), 有 by 二 ary&t(a), 因此 (0)C(a)。 这 就 证 明了 

定理 ? 在 任意 交换 环 忆 中 ， 

| (5)C(la) 当 且 仅 当 alb， (13) 

但 要 注意 :“ 较 大 的 数 对 应 着 “ 较 小 "的 理想 ; 例如 , 6 的 所 有 倍数 
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组 成 的 理想 (6) 真 正 地 包含 在 所 有 偶数 组 成 的 理想 (2) 中 ， 

最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 数 在 理想 理论 中 也 有 相应 的 解释 . 整 
数 nw 和 的 最 小 公 倍 数 m 是 % 和 天 的 倍数 ， 并 且 是 2 和 天 的 其 他 
每 个 公 倍 数 的 因子 .于 是 ， 包 的 所 有 傍 数 的 集合 (mm) 是 和 和 大 的 
所 有 公 倍 数 的 集 食 ， 刚 好 也 是 主 理想 (z) 和 (好 的 公共 元 素 组 成 的 
集合 . 这 个 情况 可 以 推广 到 任意 环 (不 一 定 是 交换 蒜 ) 的 任意 理想 
上 , 如 下 所 述 . 

可 以 证 明 ， 环 4 的 任意 两 个 理想 B 和 C 的 交 BNC 是 一 个 理 
想 ， 设 D 是 4 的 任意 其 他 理想 , 则 理想 BNC 具有 三 个 性 质 : 

( 1) BNCCBD, 

(11) BINICCO, 

(ii) 由 DCB 和 DCO 可 推出 DCBNC， 于 是 在 格 论 意义 
之 下 , 这 个 交 是 B 和 CC 的 最 大 下 界 . 

对 偶 于 交 的 是 两 个 理想 的 和 .如 果 刀 与 C 是 4 中 两 个 理想 ， 
我 们 则 可 验证 集合 

B+C==[ 所 有 的 和 5b 十 6c, 8€B, CEC] (14) 

是 有 4 中 一 个 理想 ， 因 为 包含 和 0C 的 任意 理想 一 定 包含 所 有 的 和 
也 十 ,所 以 这 个 理想 B 十 C 包含 号 和 C0, 并且 包含 在 每 个 包含 B 和 和 
人 的 理想 中 .于 是 在 格 论 意义 下 B 十 C 是 B 汪 C 的 最 小 上 田 也 是 
了 与 C 的 并 。 

定理 8 由 (1 台式 的 和 B+CO 给 出 的 并 与 由 BNC 给 出 的 交 ， 
在 通常 包 全 关系 之 下 , 环 4 中 的 全 体 理 想 构 成 一 个 格 ， 

如 果 整 数 m 和 % 有 最 大 公 因 子 g， 那 么 理想 之 和 (my) 二 (2) 恰 
好 是 主 理想 (q). 这 是 因为 根据 (13) 有 (q) 二 (mm) 和 (4) 汪 (wn); 由 
于 4d 有 表达 式 4 二 rm 十 sn， 所 以 包含 名 和 %% 的 任意 理想 一 定 包含 
怒 ， 因 而 也 包含 (Q) 的 所 有 元 替 ， 因 此 ，() 是 Cm) 和 (rn) 的 并 ， 即 
《dad) =(m)+(n). 
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前 面 的 研究 可 以 推广 如 下 : 
引 理 在 交换 环 玉 中 ， 两 个 主 理想 的 和 (8) 十 (C) 本 身 是 主 理 
想 (Qd) 当 且 仅 当 Q 是 5 和 6 的 最 大 公 因 子 . 
我 们 把 引 理 的 证 明 留 给 读者 . 
一 般 地 ,在 交换 环 中 ， 如 果 理想 妃 和 C 是 由 如 下 的 基底 生成 的 : 
B= (0b, Do)，C 一 (ccn) (15) 
那么 我 们 有 , 对 任意 5 十 cEB 十 OC, 按 (8) 式 得 


b+ce= > .ZiDi 十 人 > .211Cj 
7 


也 就 是 说 , B 二 +C 是 由 51,…, bm 和 ci1,…, cs 生成 , 所 以 

CD14, °°, Om) + (01, Cn) = (Db, bm, C1, ***, Cn). (16) 
这 个 法 则 同 基底 的 自然 变换 结合 起 来 ， 可 以 用 来 明显 地 计算 出 整 
数 的 最 大 公 因 子 ， 例 如 ， 

《336) 十 (270) 一 (336, 270)=(336—270, 270)=(66, 270) 
一 (66, 270—4x66)=(66, 6)=(6), 
所 以 336 和 270 的 最 大 公 因 子 是 6. 
在 任意 交换 环 中 ， 我 们 还 可 以 定义 任意 两 个 理想 B 与 C 的 来 
积 BC,， 

BC=[ 所 有 和 Bici 十 十 bnews BDiEB, cj;EC1. (17》 
实际 上 , 这 个 集合 是 一 个 理想 , 它 是 由 所 有 的 乘积 bc 生成 的 , 其 中 
因 了 于 6 在 8 中 ,因子 ¢c 在 C 中 ,所 以 它 也 是 包含 所 有 这 些 乘 积 的 最 
小 理想 .特别 是 ， 两 个 主 理想 (3) 和 (c) 的 乘积 就 是 由 已 知 元 素 5 
和 的 乘积 生成 的 主 理想 (bc )， 更 一 般 地 ， 加 案 理 想 电 和 0 是 古 由 
(15) 武 的 基底 确定 的 , 任意 乘积 bc 具有 形式 


be = (Zr, \ Su; = 之 ， (T1893) (bi;c;), 


因此 乘积 理想 BC 有 基底 
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BC=(bi0, bics, “"", bnCn-1, bncn). (18) 
这 种 乘积 对 于 代数 数论 (8$ 14. 10) 是 有 用 的 . 


习 题 
详细 证 明 : Bf1C 和 B 十 C 总 是 理想 . 
证 明 : 〈17) 式 的 乘积 BC 是 一 个 理想 . 
画 出 Zz 中 所 有 理想 的 格 图 . 
4， 设 天 7) 积 9(7) 是 域 上 的 多 项 式 ，d(7) 是 它们 的 最 大 公 因 式 ， 证 明 ; 
f(z)+g(72)) = (a(7)). 
5， 用 理想 基底 的 方法 计算 最 大 公 因 子 (280，396) 和 (8624, 12825)。 
6， 证 明 : 整数 环 之 中 每 个 理想 可 唯一 地 表示 成 素 理想 的 乘积 
7， 证 明 下 列 变换 理想 的 基底 的 法 则 : 


(cl， Cs, "") Cm) 一 (ci 二 Yc,, C2, sy Cn), 


PN 


(XC1, C2 ,Cm) 一 (Cl1，C2 Cm). 
8 在 玉 [z, 所 中 , 化 简 下 面 理想 的 基底 : 
(XY, 3¥, 42:++ 2), 
(好 十 378 YY 222—Y, r+6rYy, Ty? ), 
9，(a) 证 明 : 在 任意 交换 环 中 ，BCCBNC. 
(b) 给 出 一 个 例子 说 明 BC 一 BnC 是 可 能 的 . 
(c) 证 明 : B(0C++D) =BC+BD. z 
*10。 证 明 : 任意 环 中 所 有 理想 构成 的 格 是 一 个 模 ( 按 §11.7 习题 10 
的 定义 ). 
11。 在 交换 环 4 中 ， 设 B:C 表示 满足 zcEB(cE0) 的 所 有 元 素 2 组 成 的 
集合 . 
” (a) 证 明 : 如 果 电 和 C 是 理想 ， 那 么 B:C 也 是 4 中 的 理想 ( 称 为 “理想 
商 ”). 
(b) 证 明 : (Bi 由 B,) :C= (B:0) 中 (B,:0). 
(c) 证 明 : B:C 是 满足 CXCB 的 所 有 理想 久 的 最 小 上 界 (并 ). 
12. 证明: 如 果 环 忆 包 含 理 想 互 和 C,， 并 满足 B 站 C=0，B 十 0 二, 那 
么 忆 同 构 于 妃 与 C 的 直 和 , 


。489 。 


$13.5 多 项 式 理想 
理想 的 概念 在 现代 代数 几何 中 是 基本 的 . 当 我 们 研究 三 维 空 
间 的 代数 曲线 时 ， 由 于 引入 理想 的 概念 ， 使 推理 立即 变 得 明显 
了 . z 
一 般 在 %* 维 矢量 空间 F* 中 ， 一 个 ( 仿 射 ) 代数 绪 定 义 为 点 集 
合 V, 这 个 集合 中 的 所 有 点 (zt …; zw) 都 满足 有 限 个 适当 的 多 项 式 
方程 的 方程 组 
(zi 2 一 0 一 0 (19) 
例如 , 在 Rs 中 ， 平 行 于 zy 平面 且 在 zy 平面 上 方 两 个 单位 的 
平面 中 的 圆 C (圆心 在 z 轴 上 ， 半 径 为 2) 通常 可 解析 地 描述 为 空 
间 中 满足 联 立 方程 
0 十 2 一 4 一 0，2 一 2=0 (20) 
的 点 (x,y,z) 的 集合 ， 这 些 方 程 把 曲线 C 描 绘 成 圆柱 面 与 一 平面 
的 交 线 ， 但 是 也 可 以 用 等 价 的 联 立 方程 | 
x 十 yy 十 22 一 8 二 0, 35 一 2= 0， (21) 
以 同样 的 精确 度 把 C 描绘 成 一 个 球面 与 平面 z=2 的 交 线 . 还 可 
能 有 共 他 的 描述 , 例如 用 方程 组 : 
Z2 十 扩 2 一 4 一 0，22 十 92 一 22 一 0， 《22) 
这 些 方程 把 C 描绘 成 圆柱 面 与 旋转 抛物 面 zz 十 y? =22 的 交 线 . 
我 们 可 以 通过 用 全 体 这 样 的 多 项 式 方程 〈 即 曲线 C 的 点 所 适 
合 的 方程 ) 摘 绘 C 来 避免 上 述 的 含糊 . 如 果 f(x,y, 2) 和 g(x,y, 2 ) 
是 任意 两 个 多 项 式 , 它们 的 值 在 C 上 恒 等 于 零 , 那么 它们 的 和 与 差 
在 C 上 也 恒 等 于 零 . 同样 地 , 不 管 什么 样 的 多 项 式 a(x，y, z) 与 
f(x, ys) 的 乘积 a(z,g z)jf(z,g zs) 在 C 上 也 恒 等 于 零 . 这 就 意味 
痊 ， 在 CC 上 的 值 恒 等 于 零 的 所 有 多 项 式 组 成 的 集合 是 一 个 理想 ， 
那么 这 个 理想 (而 不 是 它 的 任意 一 对 个 别 的 元 素 ) 就 是 C 的 根本 的 
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描述 ， 我们 现在 将 证 明 所 有 这 样 的 方程 组 成 的 集合 是 一 个 理想 . 

定理 9 在 瑟 中 ,在 给 定 的 集合 仿 上 恒 等 于 震 的 所 有 多 项 式 
的 集合 7) 是 五 LZb zj 中 的 一 个 理想 . 

因为 如 有 果 PCZl， …， wa) 在 给 定 的 点 上 等 于 零 ， 那 么 2 的 所 有 
倍 式 在 该 点 上 也 等 于 零 , 而 当 Pp 和 9 在 给 定 的 点 上 等 于 零 , 则 2 士 Y 
在 该 点 上 也 和 才 于 零 . 对 于 在 给 定 的 集合 SS 上 恒 等 于 零 的 多 项 式 ， 
上 述 结论 同 样 正确 ， 实 际 上 , J(5) 刚 好 是 在 不 同 的 点 EE4 上 等 于 
等 的 多 项 式 理想 J(6) 的 交 . 

例如 , 上 面 所 讨论 的 圆 C 的 情形 中 , 7(C) 是 由 所 有 线性 组 合 

Ap2 y, 2 一 GCC 21 2)0202 十 8 一 4) 十 DZ, 3) 一 2) (23) 
构成 的 理想 ， 其 中 系数 为 多 项 式 c(z,8y,z) 和 D(z, gz)， 这 就 是 
说 ,VC(C) 就 是 以 巡 十 久 一 和 和 2 一 2 为 基底 的 理想 (7z2 十 一 4,% 一 
2). 《21) 中 的 多 项 式 生 成 同一 个 理想 ， 因 为 这 些 多 项 式 是 (20) 的 
那 两 小 多 项 式 的 线性 组 合 , 而 反 过 来 , (20) 的 多 项 式 可 以 由 (21) 的 
两 个 多 项 式 的 线性 组 合 而 得 到 ， 于 是 由 这 条 曲线 确定 的 多 项 式 理 
想 有 各 种 各 样 的 基底 ， 

(2 十 护 一 4 2 一 2) 一 (2 十 失 十 32 一 8 5 一 2) 

一 (2 十 扩 一 22,， 3 一 2)， (24) 

商 环 R[z,y, zj]/( 台 十 好 一 4,z 一 2) 有 一 个 重要 意义 ， 即 它 与 

定义 在 C 上 的 所 有 有 函数 组 成 的 环 间 构 ( 参 看 $ 3.2), 这 些 国 数 可 定 

义 为 变量 x,y, 2 的 多 项 式 . 显然 , 它 与 R[x, 下/(x? 十 如 一 1) 同 构 ， 

因此 用 通 稼 的 同化 规则 可 知 , 它 与 所 有 三 角 多 项 式 p( cos 0, sin0) 

构成 的 环 同 构 。 这 个 商 环 称 为 C 上 多 项 式 函 数 环 ， 由 它 扩张 成 的 
域 称 为 C 上 有 理 函 数 域 . 

三 次 挠 线 Cs: 二 ,9 二 妇 ,4 二 全 是 一 条 代数 曲线 ， 它 (不 象 C 
那样 ) 可 以 用 参数 二 的 多 项 式 图 数 来 定义 ， 显然， 给 定 的 点 (z, 9， 
2) 在 Cs 上 当 且 仅 当 9 王 好 ，z= 达 因此 Cs 是 肥 3 中 由 理想 戏 == 
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《8 一 22 3 一 23) 定 义 的 代数 曲线 . 

根据 定义 ， 多 项 式 p(x,y, z) 在 Cs 上 恒 等 于 零 当 且 仅 当 对 所 

有 iR, p(t, 如 ,好 ) 二 0。 现在 考虑 同 坊 人 

f(x, gy, 2) 一 > 了 (t, 2 丰 ) (是 未 定 元 ). (25) 
显然 , 对 Cs 上 的 所 有 点 , 有 # 王 22 z= 二 2 ,这 表明 y 一 7? 和 zz 一 x* 将 
位 于 我 们 的 理想 政之 中 。 但 是 反 过 来 , 我 们 注意 ， 变 量 装 换 y= 二 y 
十 0 2 一 2 十 23 将 把 任意 多 项 式 f(x,y, 2) 变 为 了 (zy 3 ) 并 注 
意 , 按照 这 种 形式 , 同 态 (25) 是 

f(x,y,2)>f (t,0,0). (25 ) 

这 个 对 应 把 广 中 包含 y 或 2 的 项 映射 到 零 ,而 不 是 别 的 , 所 以 被 
忽 射 到 零 的 多 项 式 就 是 线性 组 合 g(x, 9 2)y 十 (x, gy, 2)z .因此 ， 
我 们 的 理想 及 恰 是 以 二 y 一 2 2 一 2 一 作为 基底 的 理想 (/ ,2z ) = 
《(y 一 YX?, 3 一 和 )， 这 就 把 曲线 Cs 表示 成 一 个 抛物 柱 面 与 另 一 个 柱 
面 的 交 线 . 在 Cs 的 进一步 分 析 中 ， 商 环 R[z,y,z]/M 起 着 重要 
作用 ， 了 映射 (25) 表 了 明 这 个 商 环 与 多 项 式 环 R[ 纪 同 构 ， 

两 个 理想 的 和 有 简单 的 几何 解释 .例如 ,在 民 [x,y, ?zj 中 ， 主 
理想 (z 一 2) 表 示 平 面 z= 二 2, 因为 这 个 理想 中 所 有 的 多 项 式 jz, y， 
Zz)(z 一 2), 当 其 中 的 x,y,z 用 平面 z=2 上 点 的 坐标 代替 时 ， 都 恒 
等 于 零 。 类 似 地 ， 主 理想 (x2? 十 瑶 一 4) 定 义 了 一 个 以 z 轴 为 轴 的 半 
径 为 2 的 圆柱 面 ， 根 据 法 则 (16)， 这 两 个 理想 的 和 是 (x? 十 一 4 
2 一 2)、 我 们 刚刚 看 到 , 这 个 和 (23) 表 示 一 个 圆 ， 它 是 平面 和 圆柱 
面 的 交 线 ， 事 实 上 显然 有 : 两 个 理想 的 和 所 对 应 的 轨迹 是 各 理想 
所 确定 的 轨迹 的 交 . : 

反 过 来 ， 多 项 式 环 R[x1,…, zj] 中 的 任意 理想 J 确定 一 个 相 


(DD 注意 ，(25) 式 定义 一 个 同 态 这 一 事实 并 不 显然 ， 证 明 它 需要 把 §3.1 的 定理 
1 推广 . 
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应 的 轨迹 ， 这 个 轨迹 是 由 % 维 空间 中 使 得 对 每 个 多 项 式 fEJ 有 
fa … Gn) 二 0 的 所 有 的 点 (co … an) 组 成 ， 希 尔 伯 特 基底 定理 

言 : 具有 有 限 基底 有,…, fm, 所 以 相应 的 轨迹 V 的 确 是 一 个 代 
数 锋 ， 可 是 ， 这 个 佬 的 理想 J(V) 可 以 大 于 给 定 的 理想 了 (参看 下 
面 的 习题 3). 


习 题 
1. 求 Rs 中 具有 参数 方程 f=t 十 1，Yy= 如 ，z 一 4 十 的 曲线 所 对 应 的 
理想 . 
2. 证 明 : 由 两 个 线性 无 关 的 线性 多 项 式 生 成 的 任意 理想 (az 十 by 十 
22，42 十 D 3 十 5) 确定 Ras 中 的 一 条 直线 ， 
3. (a) 证 明 : 在 R[x,y,2] 中 的 理想 (z, 外) 与 (7?，zy，97) 确定 相同 的 
代数 徐 ， 
(b) 证 明 : 任意 理想 和 它 的 平方 确定 相同 的 轨迹 . 
4. 详细 证 明 : 在 任意 轨迹 C 上 恒 等 于 零 的 R[z, …, zw] 中 多 项 式 的 集 
合 是 一 个 理想 . 
5，(a) 在 三 维 空间 中 , xzy==0 所 确定 的 轨迹 是 什么 ? 
(b) 证 明 : 由 两 个 主 理 想 的 乘积 所 确定 的 轨迹 是 各 主 理想 所 确定 
的 轨迹 的 并 . 
(c) 把 (b) 的 结果 推广 到 任意 理想 上 .，( 提 示 : 如 果 在 乘积 的 轨迹 
中 有 一 点 不 在 第 一 个 因子 所 确定 的 轨迹 上 , 那么 在 第 一 个 理想 中 至 少 有 一 个 
多 项 式 在 这 点 不 为 零 . ) 
(d) 两 个 理想 的 交 所 确定 的 轨迹 是 什么 ? 
6，(a) 计算 下 面 “ 双 有 理 ” 变 换 的 逆 : 
T, 一，3 一 gg 一 2， 2 J? 
(b) 证 明 : 所 有 形 为 x =z， 8 一 8 十 DZ)，2z 一 2 十 gz,g) (pq 是 
和 允 项 式 ) 的 变量 替换 组 成 的 集合 是 一 个 群 . 
(c) 证 明 : 每 个 这 样 的 替换 诱导 出 一 个 环 R[x, y, z] 上 的 自 同 构 ， 
7，(a) 证 明 : 如 果 玉 是 交换 环 4 中 一 个 理想 ， 五 的 根 式 是 由 4 中 所 有 
使 得 茶 个 考 zm”éH 的 z 所 组 成 的 集合 w 妃 ， 那 么 W 五 是 一 个 理想 . 
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(b) 证明: 如 果 互 是 多 项 式 环 CLx, 3] 中 的 一 个 理想 , V 是 相应 的 轨 
迹 ， 那 么 J(P) 包 含 W 再 (提示 ， 希 尔 伯 特 零点 定理 断言 J(7) 一 VM 互 .》 

8， 措 述 下 面 两 种 情形 下 , 由 ** 十 六 =0 所 确定 的 罗 壕 。 : 

(a) 在 Rs 中 ， (b) 在 C 中 ， 


“8$13.6 线性 代数 中 的 理想 

在 非 交 换 环 中 , 我 们 可 以 考虑 “ 单 边 " 理 想 . 环 4 中 一 个 子 集 合 
,如 果 z 和 在 工 中 , a 在 4 中 , 则 zx 一 y 与 qx 也 在 寺中, 那么 称 
也 是 4 的 左 理 想 . 右 理 想 可 以 类 似 地 定义 。 与 这 些 概念 相对 照 ， 
我 们 原来 意义 下 的 理想 称 为 双边 理想 ， 例 如 , 在 所 有 2x2 算 隆 组 
成 的 环 对。 中 ,第 一 列 都 是 零 的 所 有 秆 阵 构 成 左 理想 , 但 不 能 构成 
双边 理想 

这 些 概念 可 以 有 效 地 应 用 到 含有 单位 元 素 1 的 线性 代数 4 
中 ; 正 象 % 13.1 中 看 到 的 ， 任 意 这 样 的 线性 代数 是 一 个 环 . 在 这 
种 情况 下 , 任意 左 理想 工 或 右 理想 及 关于 数 乘 运算 也 是 封闭 的 , 例 
如 ， 如果 是 工 中 任意 元 素 ,c 是 任意 标量 ， 那 么 工 包 含 c6, 这 因 
为 cE 二 (ce:1)§ 是 工 中 元 素 与 4 中 某 元 素 c11 的 乘积 . 如 果 把 4 
看 作 它 的 标量 域 了 上 的 线性 空间 ， 那 么 4 的 任意 左 (或 右 ) 理 想 是 
一 个 子 空间 . : | | 

如 果 一 个 线性 代数 没有 真 ( 双 边 ) 理 想 , 则 称 它 为 单 代数 . 于 是 
一 个 单 代数 设 有 真 同 态 象 ， 

定理 10 域 上 所 有 nxn 和 矩 阵 组 成 的 代数 是 单 代数 . 

证 明 ”这 个 代数 桩 ,以 2 个 算 阵 BB;; 作为 它 的 基底 ，B;; 是 
在 (i, 了) 位 置 的 元 素 为 1， 其 余 位 置 都 是 零 。 民 ; 中 的 一 个 真理 想 
B 将 至 少 包含 一 个 非 零 矩阵 4= 之 aijBij( 其 中 系数 ws 大 0). 那 
么 每 个 矩阵 | 

(crs) I EAB, 一 (Crs) > BBiBaj= Eres (26) 
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在 8 中 .因此 单位 矩阵 T= 人 在 B 中 ， 所 以 B 一 定 是 整个 代 


数 , 于 古 妃 是 假 理想 / 证 毕 
范 德 波 四 (Wedderburn) (1908) 证 明 了 有 名 的 定理 10 的 
六 定理 这 个 首 定 理 断 言 ,特别 复数 域 C 上 的 每 个 单 代数 与 C 
上 所 有 mn xn 矩阵 组 成 的 代数 同 构 .为 了 讨论 一 般 情 形 , 我 们 需要 
可 除 代 数 的 概念 ， 可 除 代 数 是 指 这 个 线性 代数 是 一 个 可 除 环 ， 和 根 
据 代数 基本 定理 我 们 可 以 证 明 ， 复 数 域 C 上 了 唯一 的 可 除 代 数 是 性 
本 身 . 闭 名 的 弗 罗 比 尼 马 斯 定理 断言 , 实数 域 R 上 的 可 除 代数 只 
有 民 , C 和 四 元 数 代数 ( § 8. 11). : 
在 任意 可 除 环 D 上 ， 我 们 可 以 构 意 一 个 任意 % 阶 全 算 隆 代数 
M.D), 如 下 所 述 ， 可 以 按照 普通 法 则 
(G17) + (603) = (0 03), 
C(017) = (CQ), (27) 


(Qi3)(0i;)= (Foes) 


把 系数 在 可 除 代 数 避 中 的 两 个 %xw 给 阵 相 加 和 相 乘 ， 范 德 波 思 
的 结果 是 ， 如 果 丘 是 任意 域 ， 域 下 上 最 一 般 的 单 代 数 4 可 如 下 得 
到 .， 取 域 了 上 任 管 可 除 代 数 D 和 任意 正 整 数 %x， 那 么 4 是 由 系数 
在 了 号 中 的 所 有 % x% 第 阵 组 成 ， / 


题 
， 证 明 : 每 个 可 除 代数 是 单 代 数 ， 
， 在 可 除 代 数 中 求 出 所 有 右 理 想 . 
， 讨论 一 个 环 中 左 理 想 构 成 的 代数 , 即 描述 它们 的 和 , 交 与 主 左 理想 . 
， 证 明 :， 域 卫 二 线性 代数 的 每 个 商 环 本 身 是 一 个 线性 代数 . 
: (a) 证 明 : 如 果 筷 足 和 天 量 空 间 ga 的 子 空间 ， 以 中 的 估量 为 行 的 
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所 有 和 矩阵 组 成 的 集合 是 3,() 的 左 理想 . 
*(b) 证 明 : M。(B) 的 每 个 左 理想 COC 是 (a) 中 所 描述 的 一 个 理想 ，( 提 
示 : 证 明 C 的 矩阵 的 每 一 行 是 C 中 除了 第 一 行 外 剩 下 的 其 他 行 都 为 零 的 矩 
阵 的 第 一 行 ， 利用 8 7.6 和 8 7.7 的 方法 . ) 
_*6。 把 定理 10 推广 到 任意 可 除 环 九 上 的 全 和 矩阵 代数 Ms(D)， 


§1l3.7 环 的 特征 


任意 环 刀 可 以 看 作 加 法 和 群 ( 阿 贝 耳 群 )， 由 任意 aER 生成 的 
循环 子 群 是 由 a 的 nn 次 蜗 组 成 , 其 中 mm 取 整数 ， 用 加 法 的 记号 ,我 
们 把 a 的 mr 次 “器” 写成 mxa， 于 是 ,如果 m 是 正 整数 , 则 

mxa=ai+at…+a (mm 个 被 加 项 ). (28) 
如 果 ?_ 二 0, 则 0xa=0, 而 当 m= 一 % 是 负数 时 , 则 有 

(—n)xXg=nx(—0) 

一 (一 0 十 (一 0 十 十 (一 0) 〈 移 个 被 加 项 )。〈29) 
我 们 称 mxa 是 a 的 mr 项 自然 倍数 ， 它 对 任意 mEZ 和 任意 a€ER 
人 部 有 冠 义 . / 

整 环 DD 中 的 元 岩 的 这 些 自然 倍数 具有 任意 交换 环 中 竹 的 所 有 
性质 , 这 些 性 质 已 经 在 § 6.6 中 证 明 过 , 那里 是 按照 乘法 记号 来 叙 
述 的 。 因此 有 

(1 X g 十 (2Xxo) 一 (和 十 2) xa, (30) 
mx (nxa)= (mn)xoa, 
以 及 
mx (ai+oe)=mxa+m 人 xb, 
mxXx(—a)=(—m)xa. 


还 有 由 分 配 律 推出 的 一 些 性 质 。 其 中 一 个 一 般 分 配 律 ( 见 8 1. 5) 


(31) 


(ga 二 十 a)b=ab 二 ab 二 十 ab (mm 个 被 加 项 ). 
按照 目 然 倍数 表示 这 就 是 
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(mxa)b=m x (ap) =a(m X D)。 (52) 
当 名 一 0 了 时 ， 这 个 公式 仍 成 苹 ， 当 入 是 负数 时 公式 也 成 立 ， 这 因为 
取 w= 二 一 n, 定义 (29) 给 出 
(—n) xab=nx (~—ab)=[nx (~—o) 6=[(—n) xalb, 
另 一 个 一 般 分 配 律 是 法 则 
(十 … 十 0 (C++0)=a0+ 二 +ab, 
它 也 可 以 改写 成 
(mxa) x6) = mn) x (a0). (33) 
对 一 切 整 数 m 和 %, 不 管 正 的 , 负 的 或 零 , 这 个 公式 都 成 立 . 
令 4 一 1 是 中 的 单位 元 素 ( 乘 法 单位 元 素 )，(32) 表 明 m x5 正 
古 (WXx1)D, 它 是 与 1 的 色 次 自然 倍数 的 乘积 ， 些 外 , 在 (30) 中 
令 a 二 1, 我们 看 出 ， 从 Z 到 忆 的 映射 mt 一 >m x1 保持 和 ， 最 后 ， 
在 (33) 中 令 4 二 8==1, 我 们 得 到 
(mx1) (nx1)= (mn) x (1:1) = (mn) x1, (33') 
这 个 映射 保持 积 ， 这 卫 证 明了 
定理 11 对 任意 环 瓦 ， 了 映射 羽 上 -> 作 X1L 是 从 也 到 尽 的 一 个 
间 态 . 
推论 1 任意 环 召 中 工 的 自然 倍数 组 成 的 集合 是 一 个 同 构 于 
乙 或 Zn (Yi 全 1 工 为 某 整 数 ) 的 子 环 ， 
定义 ” 环 忆 的 特征 是 指 尼 的 单位 元 素 1 的 不 同 自然 倍数 人 0X 
1 的 个 数 mm， 
推论 2 在 整 环 DD 的 加 法 群 中 ， 所 有 非 零 元 素 具 有 相同 的 
阶 一 一 即 DD 的 特征 . 
证 明 对 于 所 有 非 零 元 素 5ED，m xb5=0 当 且 仅 当 (mxXx1)5 
二 0, 根据 消去 律 , 这 等 价 于 mx1=0. 证 毕 
整数 环 Z 具有 特征 四 oo, 而 整数 Zr 上 共有 特征 I。% 和 Pp 是 唯 


@ 大 多 数 作者 用 “特征 0” 来 代替 “特征 oo”, 
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一 可 能 的 特征 . . 

定理 12 一 个 整 环 的 特征 或 者 是 0 或 者 是 素数 j 

为 证 明定 理 用 反 证 法 . 我 们 假定 基 个 整 环 D 有 有 限 特征 ， 这 
个 特征 是 一 个 复合 数 m= 二 ?rs。 那 么 根据 (33')， 坏 DD 的 单位 元 素 1 
请 足 

0=mxl1=(7rs) xl1=(rx1)'.:(sx1). 

根据 消去 律 ， 或 者 7x1 王 0 或 者 sx1==0. 因此 了 D 了 的 特征 一 定 是 
其 中 一 个 因子 或 者 7, 或 者 s, 而 不 是 我 们 所 假定 的 m， 

推论 ”在 任意 整 环 中 ， 由 单位 元 素 生 成 的 加 法 群 是 一 个 与 乙 
或 Zp 同 构 的 子 整 环 . : 

8 1.5 的 二 项 公式 (9) 说 明了 自然 倍数 的 意义 .在 任意 交换 环 
中 ,表达 式 

(ai+o6) :=a’--ab--abtb’=a+2x(a0)+B 

有 一 个 中 项 , 确切 地 说 它 古 自然 倍数 2x (ab)， 更 一 般 地 ,用 归纳 
法 可 以 正明 $1.5 中 的 二 项 公式 (9), 它 包含 的 二 项 系数 是 自然 倍 
数 , 于 吓 我 们 可 以 写成 

(a+06)” 


二 0" +(®) X (016) 十 (2) x (a"-20°) 十 +(") X 2 ， (34) 


其 中 系数 (”) 是 按 公式 
四 = 二 全 序 i=0,1,.n (35) 

给 出 的 自然 数 ， 这 里 %!1 = 二 n(n 一 1)…3.2.1, 并 且 01=1. 

定理 13 在 素 特 征 刀 的 任意 交换 环 丸 中 ， 对 应 CH 一 >oaz 是 一 
个 同 态 . 

证 明 根据 (6), 我 们 需要 证 明 1? 王 1， 并 且 对 所 有 ww, PE 总 有 
(ab)7 一 0202 (gq 士 6)?==a? 士 5?， 衣 两 个 方程 在 任 总 交换 环 中 都 成 
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让 . 为 证 明 第 三 个 方程 , 在 公式 (34) 和 (35) 中 , 令 %=D， 因 为 了 是 
素数 ， 所 以 它 不 能 被 1 或 (0 一 和 1(0 一 一切 的 任意 因子 整除 . 因 
二 (人 34 中 适合 0 天: 一 2 的 所 有 二 项 系数 都 是 2 的 倍数 .但 是 环 妃 


具有 特征 jp 因此 (34) 中 所 有 含 (了 < 用 的 融和 去 撞 由 


此 推出 等 式 
(g++b)?=a?+ 0?. (36) 

定理 证 毕 . 

推论 ”在 特征 为 九 的 有 限 域 玉 中 ， 对 应 aHF->az 是 一 个 各 
同 构 . 

证 明 因为 在 中 由 of?==0 可 推出 a 二 0， 所 以 同 态 GH>oz 
的 校 是 零 , 而 且 这 个 同 态 是 一 对 一 的 ， 因 为 了 是 有 限 的 , 所 以 这 就 
意味 着 5F 一 > az 还 是 映 上 的 .因此 是 一 个 自 同 构 . 


司 题 
1。 证明 :; 对 于 正 整数 m， 自然 信 数 mX a 可 以 通过 “ 递 推 公式 ” 1xa= 
G4， (mm 十 1) Xa 二 mxXa+ 二 a 来 定义 ， 
2。 用 归纳 法 证 明 关 于 正 自然 倍数 的 法 则 (30) 和 (32)， 
3， 作 为 定理 13 的 一 个 推论 来 证 明 费 马 定理 (§ 1.9 定理 18). 
4。 关 于 有 序 整 环 的 特征 , 你 能 说 些 什 么 ? 
5. (a) 证 明 : 在 特征 为 2 的 任意 整 环 忆 中 , ac:ahH>az 是 一 一 的 (单一 同 
态 )， 
(b) 证 明 : 如果 D=Zg(7), 那么 ca 的 象 是 了 D 的 真子 整 环 . 
(c) 证 明 : 有 上限 域 必 有 一 个 真 自 同 构 , 除 韭 它 是 一 个 素 域 Zy. 


$13.8 域 的 特征 
因为 域 锌 定义 为 除法 ( 除 零 外 ) 是 可 能 的 整 环 ， 所 以 关于 特征 
的 讨论 江 刻 可 应 用 到 域 上 ， 如 果 域 了 的 特征 为 p， 那 么 根据 定理 


12, 由 域 了 的 单位 元 素 生 成 的 加 法 子 群 是 一 个 子 域 , 并 且 它 与 由 模 
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2 整数 构成 的 有 限 域 同 构 ， 如 果 域 五 的 特征 为 co， 那么 根据 定理 
12， 由 单位 元 素 1 生成 的 子 群 是 由 所 有 倍数 m x1 组成, 所 以 由 * 


生成 的 子 域 是 由 所 有 商 饵 关 -( 其 中 % 关 0) 组 成 ， 这 个 子 域 是 所 有 


nxl 
倍数 m x1 的 子 整 环 的 商 域 ， 因 此 根据 $ 2.2 的 定理 7， 它 与 有 理 
数 域 同 构 ， 有 理 数 域 是 整数 m<->m x 1 构成 的 整 环 的 商 域 ， 事 


实 上 ,映射 全 < 一 开 是 由 1 生成 的 子 域 与 有 理 数 域 之 间 的 同 


nxX1 
构 ， 这 就 证 明了 下 面 的 结果 (参看 8 2.6 定理 18 的 推论 2): 
定理 14 在 特征 为 co 的 域 中 ， 由 单位 元 素 生 成 的 子 域 与 有 理 
数 域 Q 同 构 . 
同 构 王 交 < > 灾 保持 域 了 中 的 所 有 四 种 运算 ， 于 是 在 处 理 


nxl 


单个 域 到 时 , 可 以 把 每 个 商 全 < 与 其 相应 的 全 等 同 起 来 ， 在 这 个 


nxl 
约定 之 下 , 可 以 说 每 个 特征 为 "的 域 包含 着 所 有 有 理 数 一 (二 0). 
按照 类 似 的 约定 , 可 以 说 每 个 特征 为 了 的 域 包含 域 2,， 在 这 种 意 
义 下 ， 每 个 域 都 是 极 小 域 ( 即 所 谓 素 域 )JQ 和 Zs 中 的 一 个 域 的 扩 
张 ， 因 此 按照 对 已 知 域 的 不 同 扩张 方式 对 域 进行 系统 的 分 类 是 很 
自然 的 。 这 些 将 在 下 一 章 里 讨论 . 


本 题 

1. 设 了 是 惟有 四 个 元 素 的 任意 域 ， 

(a) 证 明 : ,的 特征 为 2. 

(b) 证 明 : 也, 的 不 在 素 子 域 Z。 中 的 两 个 元 素 都 满足 zz 一 z 十 1. 

(c) 用 这 个 事实 证 明 ; ,与 $13.3 中 习题 8 所 述 的 域 Z[w]/(2) 同 构 ， 

2， 求 出 习题 1 的 域 ,的 全 部 自 同 构 . 

3， 证 明 : 关于 二 次 方程 的 解 的 一 般 公 式 可 以 应 用 到 特征 为 2 的 任意 
域 上 . : 

4. 在 什么 样 的 域 上 , 求解 三 次 方程 的 一 般 公 式 (8 5. 5) 仍 然 成 立 . 
es。 S00 。 


第 十 四 章 ”代数 数 域 


$14.1 代数 扩张 与 超越 扩张 

剩 下 的 两 章 讨论 一 般 域 了 上 的 多 项 式 方程 p(x) =0 的 解 及 其 
性 质 ， 我 们 将 证 明 任 意 这 样 的 方程 在 厂 的 适当 的 扩张 中 是 可 解 
的 , 这 个 扩张 是 指 包含 了 作为 子 域 的 一 个 域 例如 p(x)==0 在 
多 项 式 环 FP[z] 对 于 由 p 的 倍 式 组 成 的 主 理想 的 商 域 F[z]/(p) 中 
总 有 一 个 根 . : 

在 描述 这 种 扩张 的 一 般 性 质 之 后 ， 我 们 将 特别 地 研究 有 理 数 
域 Q 按 这 种 方式 扩张 而 得 到 的 所 有 “代数 数 ” 构 成 的 域 ， 通 过 证 
明 在 某 一 个 二 次 扩张 Qrz]/(z2 一 7) =g(V 7) (rEZ) 中 “整数 ”的 
唯一 因子 分 解 定理 的 问题 , 简短 地 介绍 一 下 代数 数论 ， 例 如 , 高 其 
整数 mm 十 zw/ 二 I(r= 一 1 的 情形 ) 可 以 唯一 地 分 解 成 高 斯 素数 . 

域 卫 最 简单 的 一 类 扩张 K 是 由 单个 元 素 cEK 的 有 理 表达 式 


04 一共 Car (系数 a4,51EF) 组 成 . 例如 ,复数 a+bi 是 由 实数 和 


单个 复数 生成， 未 定 元 x 的 所 有 有 理 形式 (共有 有 理 系数 ) 组 成 
的 域 Q(z) 是 由 域 Q 和 元 素 生成 的 ， 一 个 域 可 以 按照 儿 种 不 同 
方法 生成 ， 例 如 , 域 Q(W 3) 由 方程 x? 一 2=0 的 根 V 2 生成 ， 它 
是 由 含有 有 理 系数 a 和 2 的 所 有 实数 gs 十 pv/ 2 组 成 ( 见 8$ 2.1 的 
例子 ) 另 一 个 不 同 的 方程 2 二 4z 十 2=0 的 一 个 根 是 一 2 十 2 , 它 
生成 同一 个 域 Q(w 2 )， 因 为 这 个 域 中 的 任意 数 可 以 按照 这 个 新 
的 生成 元 表示 为 
ai+bv 2 一 c 十 20 十 5( 一 2 二 2)。 


° 20 了 了 。 


普通 的 配方 方法 应 用 到 这 个 方程 上 得 到 只 十 47 十 2 一 (2 十 2) 一 
2, 所 以 y 二 ?十 2 满足 新 的 方程 儿 一 2 三 0 其 根 生 成 同一 个 域 . 开征 
运用 变量 替换 来 化 简 方程 对 应 着 在 相应 的 域 中 选取 新 的 生成 元 . 
让 我 们 一 般 地 描述 由 域 的 任意 扩张 K 中 的 已 知 元 素 生 成 
的 子 域 ， 设 K 是 给 定 的 域 , 了 是 的 村 成 c 是 五 的 一 个 元 素 . 
考虑 五 中 那些 由 形 为 
fc) 王 Go 十 ai 十 0ac2 十 十 anc (每 个 CiEE) (1) 
的 多 项 式 给 出 的 元 素 ， 区 中 包含 了 和 cc 的 任意 子 整 环 一 定 包含 所 
有 这 样 的 元 素 f(c)， 反 过 来 , 所 有 这 样 的 多 项 式 组 成 的 集合 在 加 
法 ,减法 和 乘法 运算 之 下 是 封闭 的 ， 因 此 这 些 表 达 式 (1) 组 成 中 
由 和 c 生成 的 子 整 环 ， 这 个 子 整 环 一 般 都 用 带 方 括号 的 FLej 
如 果 j(c) 和 9(c) 寺 0 是 象 (1) 那 样 的 多 项 式 表达 式 ， 那 么 它们 


的 商 中 2 是 K 的 元 素 , 称 为 具有 系数 属于 卫 的 关于 c 的 有 理 表达 


式 . 所 有 这 样 的 商 组 成 的 集合 是 一 个 子 域 ; 它 是 由 和 <。 生成 的 
域 , 一 般 都 用 带 圆 括号 的 了 (ce) 来 表示 , / 
如 果 域 五 是 在 它 忆 的 子 域 了 上 由 单个 元 素 c 生成 的 ， 则 称 色 
是 下 的 单 扩 张 所 以 KK=F(e). 8§2.1 所 讨论 的 域 Q(V 2)， 
Q (3 5) 和 GQ(o) 都 是 单 扩张 的 例子 ， 可 以 证 明 , 不 管 怎样 ,了 的 
任意 扩张 可 以 通过 单 扩张 的 一 个 有 限 或 ( 良 序 ) 超 限 序列 而 得 到 . 
在 有 理 数 域 上 , 一 些 复 数 ( 如 ii ),、/ 2,YW 5,w 一 3 都 满足 有 
理 系 数 多 项 式 方 程 . 还 有 另外 一 些 数 , 象 z 和 e 王 2.71828…, 可 以 
证 明 它 们 不 满足 有 理 系 数 多 项 式 方程 (平凡 情形 除外 )。 后 面 这 些 
数 称 为 “超越 数 ". 这 种 重要 的 分 法 可 以 应 用 到 任意 域 的 元 素 上 ， 
定义 设 丰 是 任意 域 ， 了 是 下 的 任意 子 域 ,， 域 疏 的 元 素 2， 
如 果 满 足 一 个 多 项 式 方程 
es。 302 。 


00 十 G1C 十 020 十 十 0 二 0 (QiE8, 且 不 全 为 零 ). (2) 
则 称 c 在 下 上 是 代数 的 ， 慌 的 元 素 5 如 果 在 五 上 不 是 代数 的 ， 则 
称 C 在 上 是 超越 的 . : 

称 单 扩张 严 = 开 Tc) 是 五 上 的 代数 扩张 还 是 超越 扩张 , 根据 生 
成 元 c 在 上 是 代数 的 还 是 超越 的 而 定 。 单 超越 扩张 的 结构 是 竺 
别 容易 按 述 的 . 

定理 上 如 果 C 在 了 上 是 超越 的 ， 那 么 由 五 和 6 生成 的 子 域 
FP(c) 与 系数 在 玉 中 的 关于 未 定 元 你 的 所 有 有 理 形式 组 成 的 域 
F(X) 同 构 ， 同 构 可 以 选 为 a 一 >a( 每 个 atF), ch 一 > 和 

证 明 扩张 F(e) 显 然 包含 fF 和 系数 在 请 中 的 所 有 有 理 表 达 


式 区 5， 如 果 F(e) 中 的 两 个 多 项 式 表达 式 有 (ce) 和 fo(o) 相 等 , 那 


么 它们 的 系数 一 定 逐 项 相等 , 因为 如 果 不 然 , 差 有 (ec) 一 fC6) 将 产 
生 一 个 关于 。 的 系数 不 全 为 零 的 多 项 式 方程 ， 这 与 ¢ 在 上 是 超 
越 的 假设 相 矛 盾 ， 因 此 对 应 f(c)F>f(z) 是 整 环 P[c] 和 未 定 元 
z 的 多 项 式 形式 整 环 了 [x] 之 间 的 双 射 。 根 据 多 项 式 运 算法 则 , 这 
个 对 应 是 一 个 同 构 ， 根 据 § 2. 2 定理 6， 它 可 以 扩张 成 P(ec) 和 


pnp ttc) ~f(%) 
F(x) 之 间 的 间 构 regy< > fa 
习 题 
1。 辨别 下 列 各 复数 在 有 理 数 域 Q@ 上 是 代数 的 还 是 超越 的 , 并 给 出 证 明 : 
M7，35，n?，e 十 3 (这 里 e 二 2.71828.…)，i 二 3,，e@2ri,， AM 2 十 
2， 证明， 如果 z 在 了 上 是 代数 的 , 那么 党 和 xz 二 3 也 是 代数 的 , 反之 亦 


然 . 
3，Q (vV 5 ) 中 什么 样 的 数 生成 整个 域 Q(V 5 )? 
4，(a) 设 a 是 非 完全 平方 整数 , 描述 域 Q(V a). 
(b) 求 出 Q(V a) 中 生成 整个 域 的 那些 元 素 . 
(c) 把 每 个 这 样 的 元 素 表 示 为 系数 在 Q@ 中 的 二 次 方程 的 根 . 
* S503 。 


$ 14.2 域 上 的 代数 元 素 

下 面 我 们 研究 域 卫 的 单 代数 扩张 的 性 质 ， 访 扩张 是 由 了 和 在 
上 单个 的 代数 元 素 4 生成 的 ， 根 据 定义 ， 这 个 元 素 必 满 足 万 上 
次 数 至 少 是 1 的 多 项 式 方程 。 辐 一 个 元 素 % 可 以 满足 很 多 不 同 的 
方程 , 例如 , V2 是 有 一 2=0 的 根 ,也 是 x 一 27=0,w 一 4 二 0 等 等 
方程 的 根 ， 但 是 它 从 好 是 一 个 首 一 不 可 约 多 项 式 万 枉 提 要 ( 见 下 
面 习题 6 ). 

定理 2 如果 域 忆 的 扩张 玉 的 一 个 元 素 以 在 玉 上 是 代数 的 ， 
那么 刀 是 多 项 式 整 环 F[z] 中 唯一 的 一 个 首 一 不 可 约 多 项 式 p(7) 
的 震 点 ， 如 果 刀 是 FEz] 中 另 一 个 多 项 式 , 那么 h(w) 二 0 当 且 仅 当 
在 整 环 FiX] 中 ,有 是 了 D 的 倍 式 ,也 就 是 当 且 仅 当 及 在 FX%] 的 主 理 
想 (9) 中 . 

证 明 满足 有 h(w) =0 的 多 项 式 hEF[zx] 组 成 F[z] 中 的 一 个 理 
想 ， 这 个 理想 恰好 是 “赋值 映射 ”p>p(w) 所 定义 的 同 态 加: 
Flx1 一 >K 的 核 , 这 里 映射 pt~>pCw) 在 mEK 处 赋 给 每 个 多 项 式 
7 一 个 值 . 象 [x] 的 所 有 理想 一 样 ,这 个 理想 是 主 理想 ($ 3. 8 定理 
11), 所 以 它 由 它 的 任意 一 个 次 数 最 低 的 元 素 的 所 有 倍 式 组 成 ， 这 
些 次 数 最 低 的 元 素 中 恰 有 一 个 是 首 一 多 项 式 ， 称 它 为 2。 这 个 也 
是 不 可 约 的 , 如 果 不 然 ， 它 可 以 分 解 为 p=f9， 这 里 ff 和 9 是 次 数 
更 小 的 多 项 式 , 由 此 推出 f(w)9(w)=p(w) = 二 0, 所 以 或 者 Fw) 一 0， 
或 者 9(w)=0， 这 与 选取 为 适合 p(w)=0 的 次 数 最 低 的 多 项 式 
相 巴 盾 ， 定 理 证 完 . / 

定义 在 域 可 上 代数 的 元 素 公 的 极 小 多 项 式 是 满足 p(w) 二 0 
的 (唯一 的 ) 首 一 不 可 约 多 项 式 pEF[x].W 在 了 上 的 次 数 % 二 [ww: 玉 ] 
是 这 个 多 项 式 的 次 数 . 

推论 ”如果 元 素 & 在 开 上 的 次 数 为 如 .那么 我 们 有 ，Co 十 gg 
。50 了 。 


十 …… 十 or- 1 二 0(GiEF) 当 且 仅 当 一 G 一 … 一 Cr 一 0 

现在 我 们 有 可 能 描述 K 的 由 了 和 上 述 的 代数 元 素 % 所 生成 
的 子 域 .这 个 子 域 T(w) 显然 包含 由 所 有 可 表 为 系数 在 五 中 的 多 
项 式 1(%w) 的 元 素 组 成 的 子 整 环 Ff%w]， 此 外 还 将 证 明 , 映射 f(x) 
一 > 了 (WD) 是 商 环 F[zj/(p) 与 F(w) 之 间 域 的 同 构 几 : F[zx]/ (CD) 
——>F(u). 

这 一 节余 下 的 部 分 将 讨论 这 个 结论 ， 由 多 项 式 的 加 法 和 乘法 
公式 , 显然 有 上 是 由 了 [xz] 到 子 整 环 F[w]j 的 一 个 满 同 态 ， 但 是 实 
际 上 , 整 环 FLw]j 是 一 个 子 域 . 事实 上 , 让 我 们 求 了 [wj] 中 任意 元 素 
fww) 寺 0 的 道 ， 不 等 式 f(w) 才 0 意味 着 入 不 是 f(z) 的 根 因此 根 
据 定 理 2 , f(z) 不 是 不 可 约 多 项 式 p(w) 的 倍 式 , 所 以 f(z) 与 p(x) 
孔 素 ， 因 此 我 们 可 以 写 

1=#(2)f(2)+s(r)p(), (3) 
这 里 芭 z) 和 s(w) 是 FLxj 中 适当 的 多 项 式 ，FLwj 中 相应 的 方程 是 
1 一 t(w) (ww)， 这 就 表明 ，F[w] 的 非 零 元 素 (ww) 有 一 个 道 元 素 
i(w), tw) 也 是 % 的 多 项 式 5, 于 是 就 证 明了 F[wj 是 KK 的 子 域 . 

反之 , 因为 五 的 每 个 包含 了 和 % 的 子 域 显然 包含 F[u] 中 的 
每 个 多 项 式 f(%)， 所 以 我 们 看 出 F[w] 是 玉 的 由 和 久生 成 的 子 
域 ， 我 们 证 明了 

定理 3 设 尺 是 任意 域 , 人 是 下 的 一 个 元 素 , 它 在 区 的 子 域 忆 
上 是 代数 的 ; 设 P(X) 是 以 纹 为 其 根 的 瑟 上 首 一 不 可 约 多 项 式 . 那 
么 从 多 项 式 整 环 FLz] 到 Fu) 的 映射 办 : f(z)F>f(w) 是 以 
(D(X)) 为 核 的 满 同 态 ， 

把 这 个 定理 同 § 13. 3 定理 5 的 推论 2 结合 起 来 , 我 们 有 一 个 


@ 例如 ,在 Q(V 3 ) 中 ,1+wW 3 有 乘法 道 ,通过 分 母 有 理化 可 以 求 得 这 个 道 是 
1 -1-v3 ll 
1-+V3 (1+vV3)(1-V3) 2 2 V3。 
e S505 。 


直接 推论 . 

定理 4 在 定理 3 中 ,了 (w) 与 商 环 Ez]/ (p) 同 构 , 这 里 是 
所 满足 的 域 下 上 首 一 不 可 约 多 项 式 . 

商 环 F[z]j/(p) 可 以 描述 得 非常 简单 ， 每 个 多 项 式 f(x)E 
F[x] 在 模 (p) 之 下 与 它 用 p(x) 除 所 得 的 余 式 7(x) 二 了 (7x) 一 
az)2D(Zz) 同 余 , 这 个 余 式 是 次 数 小 于 和 的 唯一 的 多 项 式 

7 (8) 一 六 十 7 和 十 十 个-1， (4) 
把 七 个 这 样 的 多 项 式 相 加 或 相 减 ， 恰 好 是 对 它们 的 相应 的 系数 相 
加 或 相 减 ,为 把 它们 相 乘 ， 先 按照 8 3,1 的 (3) 计算 出 多 项 式 乘 
积 , 然后 再 计 算 用 p(wz) 除 时 所 得 的 余 式 . 

例如 , 有 理 数 域 了 =Q@ 通 过 =? 扩张 成 QC 7), 在 这 个 
特殊 情形 中 , 我 们 有 P(x) = 一 2， 因 此 Q(w) 的 任意 元 素 可 以 与 
成 c 十 pw/ 2 , 其 中 a 和 5 为 有 理 数 , 并 且 

(ga-+br/ 2)(c+dv 2) 
—aci+(ad--bec)v 2 +ba(v 2) 
=(ac+2bd)+(ad+be)v 2. 

公式 (4) 表 明 商 环 F[z]1/(7p) 是 了 上 一 个 % 维 矢量 空间 ， 它 十 
有 限 维 矢量 空间 三 [z] 对 由 p(w) 的 倍 式 组 成 的 子 空间 的 商 空间 . 
还 要 注意 ， 乘 法 是 双 线 性 的 (对 每 个 因子 是 线性 的 )， 因 此 代数 扩 
张 PF[x]/(p) 在 $13.1 的 意义 下 也 可 以 看 作 忆 上 的 交换 线性 
代数 . 


习 题 
1. 求 出 3 所 满足 的 五 个 不 同 多 项 式 方程 , 并 证 明 它们 都 是 MV 3 所 满 
足 的 首 一 不 可 约 多 项 式 ( 域 Q 上 ) 的 倍 式 ， 
2， 在 由 不 可 约 方程 如 一 6 十 9 十 3 二 0 的 根 鼠 生成 的 单 扩张 Q (ww) 中 ， 
按照 元 素 1,%, w? 把 下 列 各 元 素 表 示 上 成 (4) 中 的 形式 : 
* SO6* 


I 
ul 22 一 62 十 8 

3， 在 由 十 2z 十 2=0 的 根 双 生成 的 单 扩张 Q(t 中 ， 把 下 列 各 元 素 表 
未成 (4) 中 的 形式 (us 一 2) (ws 二 3w)， wt (wt 十 34? 十 74 十 5)， 二 


Ww 22 十 3 
4。 把 复数 域 表 示 为 由 所 有 实 系 数 多 项 式 组 成 的 整 环 瑟 Lzj 得 到 的 商 卫 . 
5， 把 域 Q(M 2 ) 表示 为 由 有 理 系数 多 项 式 组 成 的 整 环 Q[z] 得 到 的 商 
6. 根据 有 关 的 定义 直接 证 明 : 如 果 久 在 上 是 代数 的 ， 那 么 以 为 根 
约 次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 在 上 是 不 可 约 的 . . 
7。 根据 有 关 的 定义 证 明 : 如 果 久 是 域 让 的 任意 元 素 ;, 了 是 KK 的 任意 于 
域 , 那么 以 % 为 根 的 , 系数 在 了 中 的 所 有 多 项 式 g(z) 的 集合 是 Fizj] 的 一 个 理 
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$14.3 根 的 添加 


迄今 , 我 们 假定 已 经 给 出 域 了 的 扩张 KK， 并 描述 了 的 由 了 
和 已 知 元 素 uEkKK 生成 的 子 域 , 这 里 % 是 由 下 上 的 极 小 多 项 式 〈 即 
首 一 不 可 约 多 项 式 ) 了 给 出 的 ， 它 满足 p(%) 二 0。 男 一 方面 ， 我 们 
恰恰 可 以 从 五 和 不 可 约 多 项 式 2 出发, 构造 一 个 包含 p(x)==0 的 
根 的 较 大 的 域 。 这 种 构 井 方法 是 把 第 五 章 用 过 的 由 实数 域 R 添 
加 上 方程 属 十 1 二 0 的 一 个 虚 根 来 构造 复数 域 C 的 方法 加 以 一 般 
化 .定理 3 和 定理 .4 指出 在 一 般 情形 下 怎样 得 到 同样 的 结果 . 
”定理 3 如 果 卫 是 域 , 是 到 上 不 可 约 多 项 式 ， 那 么 存在 域 
KF[x%]/(p), 它 是 由 P(X) 的 根 公 生成 的 画 的 单 代数 扩张 ， 

证 明 因为 7(w) 是 不 可 约 的 , 所 以 主 理想 (p) 是 F[zx] 中 的 极 
大 理想 .因此 根据 $ 13.3 定理 6, 商 环 Fix1/(7) 是 一 个 域 , 它 包 
合 近 和 剩余 类 Z 士 (2) 该 剩余 类 包含 z)， 并 满足 在 fLzj/(p) 中 
有 P(xz)=0. 

这 个 单 扩张 除 同 构 外 是 唯一 的 ， 


e。 307 。 


定理 6 如 果 域 (Ww) 和 了 (Vv) 是 同一 域 耳 的 两 个 单 代 数 扩 张 ， 
它们 分 别 帕 及 上 同一 个 不 可 约 多 项 式 了 的 根 久 和 生成， 那么 
FF(w) 与 FP(v) 同 构 。 特别 恰好 存在 一 个 也 (w) 到 (Vv) 的 同 构 ， 在 这 
个 同 构 之 下 ,所 对 应 于 ,的 每 个 元 素 与 自身 对 应 ， 
证 明 由 定理 4 提供 的 同 构 
FO) EPLz]/ (pS FY) 
取 它 们 的 合成 加 办 . 
定理 5 可 以 用 来 构造 各 种 有 限 域 ， 例如， 从 模 3 整数 的 域 Zs 
出 发 , 对 于 多 项 式 一 xz 一 1, 0，1，2 三 个 元 素 没 有 一 个 是 它 的 零 
扩 ; 因此 它 在 Zs[x1 中 是 不 可 约 的 ， 所 以 商 环 Zs[z]/(2* 一 x% 一 1) 
是 一 个 域 了， 它 是 由 它 的 子 域 Z3 和 Zz 的 陪 集 ( 称 为 %) 生成 的 . 
而 且 因 为 [ww:F] 二 2， 所 以 这 个 域 KK 的 每 个 元 束 可 以 唯一 地 写成 
a 二 + bw, 其 中 a,bEF, 因此 大 恰好 有 九 个 元 素 . 
这 个 域 还 可 以 不 用 商 环 概念 直接 来 构造 . 它 刚好 由 九 个 形 为 
4 十 22 的 元 又 组 成 、 它 们 之 中 两 个 元 素 之 和 由 法 则 
(十 2 二 (ce 十 CD) 一 (CC 十 c) 十 (0 十 CU 
给 出 .为 计算 两 个 这 种 类 型 的 元 素 之 积 ， 我 们 可 先 按 自然 方式 乘 
出 来 , 然后 再 根据 已 给 出 的 方程 避 =% 十 1 来 化 简 。 革 结果 是 
(a+bu)(ctau)=act (ad+bec)wu tbadu’ 
={actbd)+(ad tbc -toba), 
我 们 可 以 详细 验证 , 这 九 个 元 素 9 十 bu(a, bE2Z3) 在 上 述 两 种 运算 
之 下 满足 域 的 所 有 公设 .特别 是 ， 非 零 元 素 的 逆 由 下 表 给 出 


2 二 22 2% 多 | 1 十 从 


2 十 臣 


1 十 24 


根据 上 述 构造 ， 这 个 起 亚 然 是 由 剩余 类 域 Zs 添加 生成 的 域 
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Z;(w)， 它 是 有 限 域 中 最 简单 的 例子 之 一 ( 见 $ 15. 3). 

上 述 添 加 方式 可 以 用 到 任意 基 域 了 上 .如 果 了 是 实数 域 R， 
7(Z) 是 R 上 不 可 约 多 项 式 22 十 1 那么 这 个 构造 得 到 域 R(w%)， 它 
是 由 满足 吧 = 一 1 的 数 v 生成。 这 个 数 & 的 性 质 很 象 了 = 一 1 
并 且 域 R(w) 实际 上 与 复数 域 C 同 构 ， 这 同 我 们 在 第 五 章 中 用 过 
的 从 实数 域 得 到 复数 域 的 构造 方法 稍微 有 些 不 同 . 

如 果 卫 是 模 p 整数 的 域 Z,，P(x) 是 下 上 某 一 不 可 约 多 项 式 ,， 
则 上 面 的 构造 方法 将 产生 一 个 由 元 素 go 十 iw 十 … 十 an-1w"”* 组 成 
的 域 ， 因 为 每 个 系数 a; 只 有 了 种 (有 限 ) 选 择 ， 因 此 这 样 构造 出 的 
域 是 具有 gp” 个 元 素 的 有 限 域 , 这 里 有 是 多 项 式 Pp(z) 的 次 数 . 

用 同样 的 方法 ， 我 们 还 可 以 构造 代数 函数 域 ， 例 如 ， 设 卫 = 
Cl(z) 是 所 有 有 理 复 函数 组 成 的 域 ， 假 设 我 们 要 求 把 满足 弓 = 
《22 一 1)(z2? 一 4) 的 函数 ti(z) 添加 到 五 上. 我 们 可 以 把 多 项 式 
P(t) 二 f(z, 二 2 一 (z? 一 1)(z? 一 4) 看 作 系数 在 C(z) 中 的 t 的 二 
次 不 可 约 多 项 式 ， 那么 商 环 攻 二 了 F[Lt/(2p(#)) 是 一 个 包含 所 有 有 
理 立 数 和 代数 函数 的 域 . 我 们 可 以 把 入 z) 作为 下 的 一 个 元 娄 
来 研究 , 而 不 必 对 它 ( 它 是 双 值 的 ) 构 造 歼 曼 面 , 域 K 称 为 糊 国 子 
数 域 , 因为 它 是 由 椭圆 积分 


IED Da 


的 被 积 函 数 生 成 的 . 
如 果 把 定理 6 应 用 到 象 x 一 5 这 样 的 普通 多 项 式 〈 它 在 有 理 
数 域 Q 上 不 可 约 ) 上 ， 它 可 以 得 到 由 正 的 以 5 生成 的 Q 的 扩张 


Q(&5)， 也 可 得 到 扩张 Q(o 人 /5), 这 里 @= 二 1 二 as/ 3 是 复 三 
次 单位 根 ， 可 以 证 明 这 两 个 域 QC&/ 5 ) 和 Q(o3/ 5 ) 在 代数 上 没 


有 什么 区 别 , 因为 它们 是 同 构 的 . 
。509 。 


粗略 地 说 , 这 个 同 构 意味 着 一 个 不 可 约 多 项 式 ?4z) 的 任意 两 
个 根 具 有 相同 的 性 质 ， 根 入 的 所 有 代数 性 质 都 可 以 从 它 所 满足 的 
不 可 约 方 程 推导 出 来 ， 有 很 多 这 样 的 同 构 例子 . 例如 ， 复 数 域 
C 一 民 (i) 是 在 实数 堪 及 上 添加 方程 人 十 1 一 0 的 两 个 根 士 i 中 任 
意 一 个 而 生成 的 , 因此 根据 定理 6， 存 在 一 个 把 i 映射 到 一 i 的 CC 
的 目 同 构 ， 这 个 自 同 构 刚好 是 一 个 数 和 它 的 通常 共 辊 复数 之 间 的 
对 应 g 十 0< 一 >C 一 六 7 


习 题 
1， 列 出 下 列 各 域 的 非 恒 等 对 应 的 自 同 构 : Q(V2), QV 一 3) ,Qi). 
2， 分 别 列 出 一 个 由 复数 组 成 的 非 实 域 与 实 域 Q (VY 5) 和 QQ ( 必 2) 后 
构 ， 
3， 证 明 : zs 十 zx 一 1 在 模 5 整数 域 Zs 上 是 不 可 约 的 ， 如 果 把 这 个 多 项 
武 的 根 添 加 到 Zs 上 , 那么 所 得 到 的 域 有 多 少 个 元 素 ? 
4. (a) 8 求 出 在 模 2 整数 域 Z: 上 不 可 约 的 2 次 和 3 次 多 项 式 . 
(b) 对 四 元 素 域 构成 加 法 天 和 乘法 表 . 
5. (a) 证 明 : 正文 中 构造 的 九 元 素 域 的 特征 是 3. 
(b) 对 这 个 域 明显 地 列 出 同 构 a< 一 >as， 
6. (a) 求 出 域 Z, 上 所 有 二 次 不 可 约 多 项 式 . 
(b) 证 明 : 任意 两 个 九 元 素 域 同 构 . (提示 : 首先 证 明 这 样 的 有 限 越 
中 每 个 元 素 在 Z, 上 是 二 次 的 . ) 
7. 证明: ;的 多 项 式 #2 一 (x? 一 1) (zz 一 4) 在 域 C(z) 上 是 不 可 约 的 . ( 提 
示 : 用 $3.39 的 结果 .) 
8. 证 明 : 正文 中 的 椭圆 函数 域 C(z,y) 可 以 通过 在 C(z) 上 添加 方程 


4? 一 扣 二 4 的 根 而 得 到 . 

9。 如果 g() 是 可 约 多 项 式 ， 那么 在 商 环 下 [ 门 / (g(t)) 中 哪些 元 素 确 有 
逆 元 未 ? 

10.， 用 $ 13.3 定理 6 给 出 关于 瑟 [ 丰 /CCt) 是 域 的 另 一 个 证 明 . 

(DD 原 书 此 题 有 误 , 现 按 第 三 版 译 出 ， 一 一 译 者 注 ， 
。 510. 
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$14.4 次 数 与 有 限 扩 张 
在 一 个 % 次 元 素 生成 的 单 扩 张 了 F(w) 中 , 每 个 元 守 岂 按 公 式 
《4) 有 了 唯一 的 表达 式 为 
2 一 G0 十 GIU 十 十 Go -12 一 1 (5) 
其 中 系数 在 下 中， 这 唯一 的 表达 式 同 一 个 矢量 按照 基 拓 量 1 
小 20 的 表达 式 极为 相似 . 这 就 瞳 示 我 们 运 用 矢量 空间 的 概 
念 .的确 , 域 下 的 任意 扩张 可 以 看 作 域 也 上 的 矢量 空间 : 只 要 不 管 
域 K 的 元 素 的 乘法 ， 而 把 五 的 两 个 元 娄 相 加 和 KK 的 元 素 同 已 的 
元 素 的 “ 数 乘 " 两 种 运算 当 作 矢量 空间 的 运算 ， 这 些 加 法 和 数 匀 运 
算 满足 矢量 空间 的 所 有 公设 ， 如 果 这 个 矢量 空间 KK 是 有 限 维 的 ， 
那么 称 域 到 是 五 的 有 限 扩张 ,并 且 把 这 个 矢量 空间 的 维 数 nw 称 为 
扩张 次 数 n 二 [K:F|. 
例如 , 复数 域 C=R(i) 是 实 子 域 R( 象 在 § 5. 2 中 那样 ) 上 的 
二 维 矢量 空间 ; 由 有 理 数 域 Q 和 5 的 三 次 根 生 成 的 域 Q(3/5) 是 
有 理子 域 Q 上 的 三 维 矢 量 空间 , 等 等 ， 一般 地 ， 关 于 单 代数 扩张 
的 定理 4 可 以 按照 维 数 重 述 如 下 . 
定理 7 域 玉 上 代数 元 素 人 的 次 数 , 等 于 把 扩张 叉 (w) 看 作 古 
上 矢量 空间 时 五 (2&) 的 维 数 ， 这 个 矢量 空间 有 一 组 基底 1，?2 …*， 
2 一 | 
在 $14.5 中 ， 我 们 将 要 说 明 如 何 用 矢量 空间 的 方法 来 分 析 由 
域 F 添加 儿 个 不 同 代数 元 素 而 得 到 的 扩张 .但 是 在 讨论 这 样 的 
多 重 扩张 之 前 , 我 们 首先 来 看 一 下 , 这 种 矢量 空间 的 方法 怎样 能 
使 我 们 比较 了 的 同一 个 单 代 数 扩张 F(w) 中 的 不 同 元 素 所 满足 的 
不 可 约 方 程 . 
关于 和 天 量 空间 的 一 个 基本 事实 是 维 数 的 不 变性 (矢量 空间 的 
任意 两 组 基 元 聚 的 个 数 相同 )， 这 个 事实 可 以 应 用 到 域 的 有 限 扩 
e。 S511。 


张 这 种 特殊 情形 , 如 下 所 述 . 

推论 “如果 域 妇 上 的 两 个 代数 元 素 & 和 1 生成 同一 个 扩张 
六 (2 一斑 (0)， 那么 以 和 DD 在 上 的 次 数 相 同 ， 

一 个 单 代 数 扩张 是 有 限 扩 张 , 反之 , 每 个 有 限 扩张 是 由 代数 元 

定理 8 也 的 有 限 扩张 及 的 每 个 元 素 忆 在 上 是 代数 的 ， 并 
且 满 足 一 个 次 数 至 多 是 名 的 太 上 不 可 约 方 程 ， 这 里 nn 二 [KK: 了 了] 是 
给 定 的 太 张 的 次 数 ， 

证 明 ”给 定 元 素 色 的 2 十 1 个 知 1 0 …， 呈 是 有 维 矢量 
空间 五 的 元 素 ， 因 此 在 上 一 定 线 性 相关 “($7.4 定理 5 的 推论 
2)， 所 以 必 有 线性 关系 bo 十 pit 十 …… 十 po 一 0， 其 中 系数 不 全 为 
零 .可 以 把 它 解释 为 多 项 式 , 于 是 这 个 关系 就 意味 着 多 在 了 上 是 代 
推论 ” 单 代 数 扩 张 下 (oO) 的 每 个 元 素 在 下 上 是 代数 的 . 

这 个 重要 的 结论 使 我 们 确信 ， 超 越 元 素 决 不 能 出 现在 一 个 单 
代数 扩张 中 . 

在 讨论 一 个 特殊 的 单 代数 扩张 了 (ww) 时 , 要 系统 地 应 用 % 久 所 满 
足 的 不 可 约 多 项 式 p(x). 根据 定理 2 ,这 个 扩张 中 的 元 素 9(w) 是 
零 当 且 仅 当 多 项 式 9(o) 可 被 p(z) 整 除 ， 例如, 假定 Q(w) 是 有 理 
数 域 Q 上 的 三 次 扩张 , 它 是 由 妈 --27 十 2 的 一 个 根 % 生成 . 根据 爱 
穆 斯 坦 不 可 约 准 则 ($ 3, 10)， 这 个 多 项 式 是 不 可 约 的 ， 这 个 扩张 
Q() 中 的 元 素 名 二 如 一 & 一 定 满足 菜 个 次 数 至 多 是 3 的 多 项 式 方 
程 ， 为 求 出 这 个 方程 , 象 在 定理 4 中 那样 , 按照 1,% 和 ?把 窒 ww?= 
一 2 十 WW 二 一 3 十 3w4 一 ww 线性 地 表示 出 来 反复 运用 
已 知 的 方程 刀 三 2x 一 2, 这 是 可 以 做 到 的 ， 由 此 得 到 

2 一 好 一双 w=3u—6ut+4,w=16u—28u+ 18. 
1 w,w? 和 w" 之 间 一 定 满足 一 个 线性 关系 , 为 得 到 这 个 关系 , 我 们 
。512 。 


可 以 由 前 两 个 线性 方程 解 出 & 和 公 为 


2 
W = 一 村 十 也 二 
(6) 
2 -| 22 十 三 
一 一 也 a 


把 这 些 代 入 w” 的 表达 趟 中 就 得 到 所 需要 的 方程 

一 402 一 40 一 2 一 0. 
根据 爱 森 斯 坦 定理 , 这 个 方程 是 Q 上 不 可 约 的 , 根据 方程 6) 我们 
也 可 以 说 % 在 QC 中 ,所 以 Q(Ww) = 二 QWw), 于 是 芭 和 纪 生 成 同一 
个 扩张 ,根据 定理 7 的 推论 可 知 ,它们 在 Q@ 上 的 次 数 都 是 3. 这 整 
意味 着 多 所 满足 的 任意 三 次 方程 一 定 是 不 可 约 的 . 


习 题 
1.， 下 列 每 个 数 都 在 Q 的 一 个 单 代数 扩张 中 , 因此 在 Q 上 是 代数 的 ， 对 
每 种 情形 , 求 出 该 数 所 满足 的 首 一 不 可 约 方程 ， 
(a) 24+-MV3, (b) HH5+V5, (c) 以 2 十 以 4， 
(d) 让 一 1, 这 里 芭 满 足 妇 一 2 十 2， 
(e) 十 W, 这 里 和 满足 妇 一 一 322 十 3 
2. 证 明 : 实数 域 BB 的 每 个 有 限 扩 张 或 者 是 BR 本身, 或 者 同 构 于 复数 域 


3， 证 明 : 复数 域 没 有 真有 限 扩张 ， 
4，(a) 证 明 : 如 果 玉 是 有 理 数 域 Q 的 二 次 扩张 ， 那么 EK=QV ad 9 ), 其 
中 a 是 一 个 整数 , 非 完全 平方 且 无 平方 因子 . 
(b) 如果 域 Q@ 用 特征 为 w 的 域 户 代 蔡 ,那么 上 述 结果 还 正确 吗 ? 如果 
用 任意 特征 的 域 代替 , 情况 如 何 ? 
5， 未 定 元 z 的 有 理 形式 构成 的 域 了 (z) 是 也 的 有 限 扩 张 吗 为 什么 ? 
6. 证 明 : 特征 为 环 的 有 限 域 中 元 素 的 个 数 是 2 的 蹇 ， 


7，(a) 证 明 : 在 模 p 整数 域 Zs 上 恰 有 卫 二 卫 个 二 次 首 一 不 可 约 多 项 
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(b) 证 明 : 对 每 个 pP, 都 存在 一 个 含有 2: 个 元 素 特 征 为 2 的 域 . 


*8， 证 明 : 在 模 p 整数 域 Z, 上 恰 有 和 二 生 个 三 次 首 一 不 可 约 多 项 式 . 


“9.， 设 了 是 包含 在 整 丈 DD 中 的 一 个 域 , 证 明 : 
(a) D 是 下 上 的 矢量 空间 . 
(b) 如 果 把 妈 看 作 丈 上 的 矢量 空间 , 它 是 有 限 维 的 ,那么 忆 是 一 个 城 . 


$14.5 多 重 代数 扩张 


域 了 的 有 限 扩张 可 以 通过 一 系列 的 单 扩张 来 构造 .如 有 果 卫 的 
特征 是 co， 那么 我 们 可 以 证 明 ， 任 意 这 样 的 多 重 扩张 可 以 表示 成 
一 个 单 扩张 , 也 就 是 说 , 它 是 在 不 上 添加 一 个 适当 选择 的 单个 元 素 
而 生成 的 .我 们 将 略 去 此 证 明 , 而 下 接 来 讨论 多 重 扩 张 的 性 质 . 一 
般 地 , 如 果 KK 是 五 的 包含 元 素 cu Cc2，…, 6c; 的 任意 扩张 , 那么 记号 
(Ci, C2， C7) 表示 由 c1,…, C+ 和 名 的 元 内 生成 的 KK 的 子 域 (这 
个 子 域 是 由 系数 在 下 中 关于 61,，…，c6r 的 有 理 形式 所 表示 的 所 有 
元 素 组 成 的 )。 另 一 方面 , 这 样 的 多 重 扩张 可 以 反复 进行 单 扩张 而 
得 到 ， 例 如 , F(ci, c2) 是 单 扩 张 工 二 F(cl) 的 单 扩 张 L(c2). 

在 求解 方程 时 可 以 产生 多 重 代数 扩张 ， 在 这 里 引进 适当 的 辅 
助 方程 常常 是 有 用 的 . 例如 , 方程 x* 一 2w? 十 9 二 0 可 以 写成 

X4 一 202 十 9 一 (0 一 672 十 9) 十 422 
一 (0 一 3)2 二 42 一 0， 


) 二 一 1. 这 个 公式 表明 , 包含 上 述 给 定 


所 以 这 个 方程 变 为 (2 
方程 的 根 % 的 任意 域 , 也 包含 方程 六 二 一 1 的 根 i 一 -一 8. 如 果 我 
们 把 辅助 量 i 添加 到 有 理 数 域 Q 上 , 那么 原来 的 方程 在 Q(i) 上 
就 变 为 可 约 的 , 因为 

2 一 222 十 9 一 (22 一 3 十 207) (22 一 3 一 222)， 
根据 普通 的 公式 ， 因 式 z? 一 3 一 2iz 有 一 个 根 % 一 ;十 W 互 .于 是 
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原来 方程 在 域 玉 二 Q(YVY 2 ,i) 中 就 有 一 个 根 &， 这 个 域 五 可 以 
在 Q 上 人 先 添加 2, 后 添加 i 而 得 到 ， 中 间 域 QC 2 ) 是 由 实数 
组 成 的 ， 因 此 不 可 能 包含 i， 所 以 i 所 满足 的 二 次 方程 六 十 1 二 0 
在 实 域 Q(V 2) 上 一 定 仍然 是 不 可 约 的 , 所 以 扩张 Q( 2 1 在 
Q(Y 2 ) 上 的 次 数 是 2 , 它 的 两 个 基 元 素 是 1 和 4 .而 域 QCV 2) 
在 Q 上 有 一 组 基底 1l, 2. 所 以 在 整个 域 Q(V 2,2) 中 的 任意 
元 聚 包 可 以 表示 成 
办 一 (G 十 BA/ 2)+(ctav 2)} 
=a+br 2 十 oz 二 CA 21， (7) 

其 中 a,b, c, a 是 有 理 数 .于 是 1, 2，,2w 2 这 四 个 元 素 构 成 
Q 上 整个 扩张 KK 一 Q(VY 2 ,站 的 一 组 基底 ， 这 种 计算 基底 的 方法 
可 峻 一 般 地 自述 如 下 : 

定理 9 如 果 元 素 纺 ，…，wWn 构成 的 有 限 扩 张 尺 的 一 组 基 
底 ， 面 Wi ,Wm 组 成 的 扩张 二 的 一 组 基底 ， 那 么 mn 个 来 积 
25205 (人 一 1， ,Rj 二 1,…, IM) 构成 再 的 扩张 了 的 一 组 基底 。 

证 明 工 中 任意 元 素 y 可 以 表示 成 给 定 基底 的 线性 组 合 y= 


这 ,7jwj, 这 里 系数 7;EK， 每 个 系数 7; 又 可 以 表示 成 下 的 这 组 基 


元 素 的 某 线性 组 合 7 一 之 ,aiui ， 这 里 每 个 系数 91,EF. 代入 这 


些 值 , 得 到 
y= 2 > jamuiwy 
i 3 


这 表现 为 已 假定 的 元 素 wiw; 的 一 个 线性 组 合 ， 这 里 系数 在 五 中 . 
用 同样 类 型 的 逐次 论证 方法 可 以 证 明 ， 这 mm 个 元 素 在 上 是 线 
性 无 关 的 , 因此 它们 构成 卫 的 一 组 基底 . 证 毕 
由 定理 9 可 以 得 出 很 多 推论 。 首先 ， 我 们 可 以 把 与 所 用 的 特 
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” 殊 基 底 无 庆 的 结果 拔 述 如 下 : 


推论 工 如 果 丽 是 妨 的 有 限 扩 张 ， 二 是 玉 的 有 限 扩 张 , 那么 二 

是 柬 的 有 限 扩 张 , 它 的 次 数 是 
[L:FI=[L:KIIK:F] (LOKDF). (8) 

推论 2 ”如果 下 是 下 的 次 数 为 % 二 [下 : 了 FP] 的 有 限 扩张 , 那么 互 
的 每 个 元 素 纪 在 上 的 次 数 是 名 的 因子 ， 

证 明 元吉 % 生成 单 扩张 F(w)， 因 此 根据 (8) 式 有 %= 
[K:FP(w)][F(w):F]， 这 里 第 二 个 因子 是 我 们 所 考虑 的 元 条 的 
次 数 . 

推论 3 有 限 扩 张 及 沪 F 的 元 素 人 生成 整个 扩张 当 且 仅 当 
[EK:F|I=|[u:F|. 

证 明 如 果 包 在 上 满足 一 个 次 数 为 [K: 下 的 不 可 约 方 程 ， 
那么 入 在 上 生成 % 次 子 域 了 (ww). 根据 (8) 式 ， 这 个 子 域 一 定 包 
含 整 个 K. 

推论 如 有 果 二 了 (yg2， gr) 是 由 了 个 量 Yi, ,Yr 生成 
的 域 , 这 里 逐个 9y; 在 由 前 $ 一 1 个 量 生 成 的 域 耳 (y1，…*，Yi-1) 上 是 
代数 的 ， 那 么 KK 是 下 的 有 限 扩 张 ， 太 中 的 每 个 元 素 在 上 是 代数 
的 ， 

证 明 ”每 个 次 数 [F (gy, ,Yi 2 P(g， yi-1)J」 是 有 限 
的 , 因此 根据 推论 1 ,整个 次 数 [K:fj] 是 有 限 的 .根据 定理 8， 
中 每 个 元 过 在 了 上 是 代数 的 . 

推论 5 如 果 p(xz) 是 域 上 一 个 三 次 不 可 约 多 项 式 ，KK 是 也 
的 2" 次 扩张 , 那么 p(x) 在 太 上 是 不 可 约 的 . 

这 个 推论 特别 意味 着 ， 三 次 不 可 约 方程 决 不 能 通过 逐次 求 平 
方 根 的 方法 来 解 , 这 是 因为 , 把 一 个 平方 根 添 加 到 域 玉 上 ， 或 者 全 
然 役 有 给 出 扩张 , 或 者 给 出 二 次 扩张 ,所 以 由 任意 多 个 平方 根 得 到 
的 扩张 开 = 下 (wa Dec …) 的 次 数 是 2 的 某 个 寡 2*， 根 
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据 推论 5 , 这 个 扩张 决 不 包含 给 定 三 次 不 可 约 方程 的 根 . 

为 证 明 推 论 , 假定 BC(z) 在 2” 次 的 域 K 上 是 可 约 的 .于 么 二 
次 多 项 式 p(x) 一 定 至 少 有 一 个 线性 因子 z 一 于 是 六 包含 Pp(%) 
的 根 x. 但 是 根据 推论 2, 这 种 在 上 的 次 数 为 3 的 元 素 % 不 可 能 
包含 在 了 上 的 次 数 为 2" 的 域 K 中 ,这 就 证 明了 p(x) 在 上古 不 
可 约 的 ， 

这 个 推论 是 下 述 定 理 的 代数 基础 :只 用 直 尺 和 图 规 不 可 能 解 
一 般 的 们 立方 或 三 等 分 任意 角 这 样 的 经 典 问 题 ， 任 意 这 样 的 作 图 
问题 可 以 化 为 解析 的 形式 .这 个 问题 的 对 象 是 由 一 些 点 和 下 线 组 
成 ， 对 于 基 一 组 坐标 轴 , 这 些 点 的 坐标 (和 这 些 直线 的 方程 中 系数 
之 比 ) 是 一 个 实数 集合 , 它 生成 某 个 由 实数 组 成 的 域 f， 在 用 直 尺 
和 圆规 作 图 时 , 每 一 步 都 提供 某 些 新 的 点 和 直线 ， 可 以 证 明山 , 相 
应 的 新 的 数 域 或 者 是 本身 或 者 是 了 的 二 次 扩张 ， 因 此 重复 上 述 
作 图 便 产 生 点 和 下 线 的 集合 , 它 对 应 于 了 上 的 2” 次 的 域 K. 

现在 考虑 倍 立方 问题 .问题 的 对 象 是 由 二 个 坐标 币 ， 每 个 轴 
上 的 一 个 单位 线段 ， 以 这 些 线段 为 边 的 一 个 立方 体 组 成 ， 这 个 问 
题 是 作 另 外 一 个 具有 两 倍 体积 的 立方 体 ， 这 个 新 立方 体 的 边 长 将 
误 足 方程 x* 一 2=0. 根据 爱 森 斯 坪 定理 ， 这 个 方程 在 有 理 数 域 Q 
卡 古 不 可 约 的 (这 个 域 QQ 与 问题 的 对 象 有 联系 ). 根据 推论 5， 在 
对 应 于 直 尺 和 圆规 作 图 的 域 K 上 , 多 项 式 2 一 2 还 是 不 可 约 的 . 因 
此 通过 这 种 方法 不 可 能 构造 出 (比如 说 沿 x 轴 ) 一 个 线段 ， 使 它 是 
傍 荆 方 体 的 边 . 

三 分 角 问 题 可 按 类 似 的 方法 处 理 , 问题 的 实质 在 于 , 写 出 一 个 
用 整个 角 的 余弦 来 表示 三 分 之 一 角 的 余弦 的 三 角 方 程 ， 对 于 大 多 
数 角 来 说 , 这 又 给 出 一 个 三 次 不 可 约 方程 . 

(D 本 质 上 ,这 依赖 于 下 述 事实 贺 ( 贺 规 ) 的 方程 是 二 次 的 , 直线 ( 直 尺 ) 的 方程 
龙 线 性 网， 
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习 题 
1 在 定理 9 中 , 详细 证 明 : mx 个 元 率 %w; 在 上 线性 无 关 . 
2. 证 明 : 正文 中 所 处 理 的 方程 x 一 2x? 十 9 在 Q 上 是 不 可 约 的 . (提示 : 
用 域 Q(M 2 ,外 的 次 数 证 明 .) 
3， 证 明 : 如 果 p(w) 是 了 上 4g 次 不 可 约 多 项 式 , K 是 下 的 有 限 扩张 ,其 
次 数 与 9 互 素 ,那么 Do) 在 天 上 是 不 可 约 的， 
4， 确 定 有 理 数 域 Q 上 的 下 列 各 多 重 扩张 的 次 数 , 并 说 明理 由 . 
(a) QV 3,2), (b) Q(85, MO—2), 
(c) QV 18, 4/2), (d) Q(V 8 ,3+vV50), 
(e) Q(3/2,w), 这 里 & 满 足 w 十 6 十 2 二 0， 
({) Q(V 3,V—5V7), (8) Q(V 3,V 2). 
5， 对 习题 4 中 的 每 个 域 给 出 @ 上 的 一 组 基底 ， 
6。 确定 下 列 多 项 式 在 指定 的 域 上 是 否 是 不 可 约 的 , 并 给 出 理由 . 
(a) 22 十 3, 在 QIV 7) 上 ; 
(b) xz? 十 1, 在 Q(V 一 2) 上 ; 
(c) xz; 十 8z 一 2, 在 Q(V 2) 上 ; 
(d) ws 二 323 一 9z 一 6, 在 Q(V7,VM 5,1 二 让 上 . 
7. 在 下 列 每 种 情形 中 ,确定 给 出 的 数 苹 是否 生成 给 出 的 有 理 数 域 Q 的 
扩张 ， 对 每 种 情形 证 明 你 的 答案 是 正确 的 . 
‘a) 4=/ 7 ,在 Q(3/ 7 ) 中 ; 
(b) w=MV2 二 V5, 在 Q(V 2,VM 5) 中 ; 
(c) zx 一 2 十 af 9 ,在 Q(3/ 3 ) 中 |; 


M2—1 | 
(d) 4 在 QCV 2) 中 ; 


(e) 二 92 十 9 十 1, 在 QV) 中 ,这 里 b 消 是 3 十 59 一 5=0. 
8，c 一 x 十 5z? 十 2 一 14 在 有 理 数 域 Q 上 是 超越 的 还 是 代数 的 ? 为 什 
么 ? 
9 证明: 如 果 KK 是 了 的 素数 次 扩张 ， 那 么 不 在 中 的 K 中 任意 元 素 在 
上 生成 整个 K. 
10. (a) 求 用 oos31 给 出 cosb8 的 三 次 方程 
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| 


(b) 证 明 : 当 34=60"” 时 ,这 个 方程 在 @ 上 是 不 可 约 的 (这 意味 着 60 
角 不 能 用 直 尺 和 圆规 三 等 分 )， 


$14.6 代 数 数 


代数 数 忌 是 满足 含有 不 全 为 零 有 理 系数 的 多 项 式 方程 的 复 


50 十 G12 十 Cat2 十 十 Ga 一 0， (9;EQ, a; 不 全 为 零 ). (9) 
换 名 话说， 代数 数 是 在 有 理 数 域 Q 上 代数 的 任意 复数 ， 在 讨论 域 
的 扩张 时 , 我 们 反复 用 到 代数 数 的 例子 , 例如 i，w 一 2, 信 3， 或 


定理 10 所 有 代数 数组 成 的 集合 是 可 数 的 . 

验证 这 个 命题 需要 我 们 描述 一 下 对 所 有 代数 数 进行 计数 或 排 
列 的 方法 . 首先 , 我 们 把 它们 所 满足 的 方程 都 列 出 来 ,我 们 注意 ， 
代数 数 所 福 足 的 方程 (9) 可 以 用 它 的 有 理 系 数 的 公分 母 去 乘 , 于 是 
得 到 一 个 含有 不 全 为 等 的 整 系 数 的 方程 ， 可 以 假定 这 个 方程 的 首 
项 系数 是 正 的 . 我们 知道 这 些 多 项 式 的 所 有 可 能 的 整 系数 是 可 数 
的 , 例如 列 为 0, 十 1, 一 1, 十 2, 一 2, 十 3, 一 3,，…*。 全 体 整 系数 线性 
多 项 式 可 以 排 成 一 个 阵列 , 如 


i hy a fs 


XxXF xtl, xX-1l, x+ x-2, xt+3, 
a 7 i a ee 
\_ 一 Xy —x+1i, ~x~1， XT+2, —X~2, 一 区 十 3 se 


一 - = 
.2X, 2xX+1,， x-1i, 2XxX+2，, 2X—2. 之 X 十 3 ee 
” -" 


a 


~ ~ a 
“2X "2x+1, ~2x~1, "2x+2s 22X24 "LX+3, “0 


那么 我 们 可 以 按照 箭头 所 示 的 顺序 陆续 取出 上 面 阵列 的 对 角 线 元 
素 , 把 所 有 线性 多 项 式 排 成 一 个 单列 , 其 结果 是 

X, —w, 8 十 1 8 一 工 一 十 T 20 一 20 2 十 1 一 0 一 . 
然后 我 们 再 求 出 二 次 多 项 式 的 长 方形 阵列 ， 这 只 要 把 各 种 二 次 项 
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mx? 添加 到 上 述 单列 中 的 每 个 元 系 上 . 由 此 阵列 我 们 又 可 得 到 
一 个 包含 所 有 二 次 多 项 式 的 单列 . 对 高 次 多 项 式 也 如 此 去 做 . 
当 对 每 个 次 数 的 多 项 式 都 按 此 法 做 完 之 后 ， 结 果 得 到 由 这 些 单列 
组 成 的 阵列 ， 基 中 第 % 行 是 包含 所 有 % 次 多 项 式 的 单列 ,再 取 这 
个 阵列 的 对 角 线 元 素 , 把 它 展开 , 我 们 就 得 到 包含 所 有 多 项 式 的 一 
个 单列 ， 在 此 单列 中 , 每 个 多 项 式 都 用 它 的 根来 代替 , 并 去 挥 那些 
重复 的 根 . 这 个 结果 就 是 包含 所 有 整 系数 多 项 式 的 根 的 单列 ， 这 
也 就 是 说 , 所 有 代数 数 是 可 数 的 . 

定理 10 的 一 个 推论 是 : 全 体 实 代 数 数 是 可 数 的 , 但 是 康 托 
对 角 线 法 证 明了 ($ 12. 3 定理 5) 所 有 实数 组 成 的 集合 是 不 可 数 的 ， 
因此 实数 集合 大 于 所 有 实 代 数 数组 成 的 集合 ， 这 个 论证 对 实 超越 
数 的 存在 性 给 出 一 个 间接 证 明 . 我 们 把 这 个 结果 叙述 如 下 : 

推论 ”不 是 每 个 实数 都 是 代数 数 . 

最 初 有 很 多 数学 家 不 相信 康 托 的 论证 ， 因 为 这 个 论证 没有 给 
出 任何 特殊 的 实 超越 数 ， 但 是 现在 , 他 的 论证 已 被 广泛 接受 , 并 有 
可 能 对 这 个 推论 给 出 更 明显 的 证 明 . 

定理 11 所 有 代数 数组 成 的 集合 是 一 个 域 . 

我 们 只 须 证 明 , 任意 两 个 代数 数 %, 2 才 0 的 和 , 积 、 差 、 商 仍然 
是 代数 数 ， 但 是 所 有 这 些 组 合 都 包含 在 由 & 和 2" 生成 的 复数 域 的 
子 域 Q(w, 2) 中 .因为 4 在 Q@ 上 是 代数 的 , 所 以 Q(w) 是 Q 的 有 限 
扩张 ;因为 ?在 Q(w) 上 是 代数 的 , 所 以 Q(z,2) 是 Q(w) 的 有 限 扩 
张 ， 因此 根据 定理 9 ,Q(w, 2) 是 @Q 的 有 限 扩张 ， 于 是 它 的 每 个 元 
素 是 代数 数 (定理 8 )， 证 毕 

如 采 系 数 在 下 中 的 每 个 多 项 式 方程 的 根 在 了 了 中， 那么 称 域 了 
是 代数 完全 的 中 ， 在 这 样 的 域 玉 上 每 个 多 项 式 f(x) 有 一 个 根 c, 因 


DD 有 些 情况 下 用 "代数 闲 (algebraically closed)" 来 代替 “代数 完全 (algebr- 
aically complete)”. 但 考虑 到 与 拓扑 学 类 比 , 用 “代数 完全 的 ”这 个 术语 比较 好 ， 
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此 fx) 有 线性 因子 X 一 ce， 所 以 上 仅 有 的 一 类 不 可 约 多 项 式 是 
线性 的 ， 因 而 代数 完全 域 了 上 每 个 多 项 式 都 可 以 写成 线性 因子 的 
来 积 ( 旬 3 5.3 公式 (11) 中 所 表示 那样 ). 进一步 ,除了 五 本 身 之 外 
不 可 能 有 五 的 单 代 数 扩张 ， 于 是 我 们 得 出 结论 : 域 了 是 代数 完全 
的 尝 且 仅 当 下 没有 真 单 代 数 扩张 ， 代数 基本 定理 (8$ 5. 3 定理 5) 断 
言 ， 复 数 域 是 代数 完全 的 ， 

定理 12 所 有 代数 数组 成 的 域 4 是 代数 完全 的 ， 

证 明 取 多 项 式 方程 x 十 Ww-12”! 十 … 十 Wo 二 0， 它 的 系数 妈 
前 是 :4 中 的 代数 数 . 这 些 系数 生 成 一 个 扩张 K=Q(Uu, UU, 
Un-1)， 根 据 定 理 9 的 推论 4， 它 是 有 理 数 域 Q 的 有 限 扩 张 . 给 定 
的 这 个 方程 的 任意 复 根 y 在 域 玉 上 是 代数 的 , 所 以 (7) 是 的 有 
假 扩 张 , 因而 也 是 @Q 的 有 限 扩 张 ， 根据 定理 8 , 这 个 扩张 中 的 元 素 
7 则 在 Q 上 是 代数 的 . 这 就 意味 着 根 > 是 一 个 代数 数 ， 所 以 也 就 
在 4 中 , 因此 4 是 代数 完全 的 . 证 是 

我 们 现在 把 域 Q 和 骨 入 到 由 所 有 代数 数组 成 的 代数 完全 域 4 
中 ， 把 实数 域 民 帐 入 到 由 所 有 复数 组 成 的 代数 完全 域 C 中 ， 这些 
结果 是 下 述 一 般 定理 的 特殊 情形 , 这 个 定理 指出 , 任意 域 了 不 管 怎 
样 部 有 一 个 扩张 4, 这 个 4 是 代数 完全 的 , 并 且 4 中 每 个 元 素 在 了 
上 起 代数 的 (参看 8$ 15. 1 的 附录 ). 

代数 数论 已 发 展 得 很 完整 . 它 主 要 研究 代数 数组 成 的 域 K， 
它 是 有 理 数 域 Q 的 有 限 扩 张 ， 这 样 的 域 称 为 代数 数 域 ， 我 们 下 面 
考虑 这 个 域 的 算术 性 质 . 

习 题 
1，。 通过 求 出 下 列 每 个 代数 数 所 满足 的 有 理 系 数 方程 来 说 明定 理 11， 
(a) V2 十 WV —3, (b) WwW 一 I 十 8/ 5， 
(ce) (V7) 8B/E), (dd 7 
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(e) UV 一 2, 这 里 &% 渡 足 中 十 7V 一 14 三 0， 
2. (a) 证 明 : 如 果 和 和 ?分 别 是 (Q 上 ) 和 次 和 站 次 代数 数 , 则 十 2 的 
次 数 不 超 过 mn. 
(b) 二 的 次 数 怎样 ? 


(c) 证 明 : 如 果 t 是 超越 数 ,% 是 代数 数 , 那么 + 和 tiw 都 契 超 越 
数 , 对 后 一 种 情形 , 我 们 假定 大 0. 
3， 通过 求 出 下 列 每 个 方程 的 根 所 漠 足 的 有 理 系 数 方程 米 说 明定 理 12. 
(a) z2 十 3z 十 AM 2 =0, 
(b) z? 十 / 37 一 V ~1=0, 
(c) zs 一 AAA/ 32z 十 I 十 /2 =0, 
(d) 7Z2 十 &% 十 2 一 0, 这 里 人 是 方程 妇 十 522 一 102 十 5 一 0 的 根 . 
4， 象 定理 10 的 证 明 中 所 指出 的 那样 , 列 出 所 有 二 次 多 项 式 所 组 成 的 单 
列 的 前 16 项 。 
5. 不 用 定理 10 证 明 : 固定 次 数 的 所 有 代数 数组 成 的 集合 是 可 数 的 ， 
6. 证 明 : 可 数 域 的 任意 有 限 扩张 是 可 数 的 . 
7， 证 明 : 在 域 了 的 任意 可 数 子 域 8 上 是 代数 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 4 
是 可 数 的 . 
8. (a) 证 明 : 存在 一 个 实数 , 它 在 Q(x) 上 是 超越 的 . 
(b) 用 习题 7 和 $§ 3.4 的 定义 证 明 : 存在 可 数 多 个 代数 无 关 的 实数 . 
9， 指出 在 定理 10 的 证 明 中 陷 含 地 用 到 下 面 的 超 限 算术 公式 : 
(a) 存在 d"+!==d 个 % 次 多 项 式 . 
(b) 存在 dd 十 … 十 d 十 …( 到 项 ) 二 由 个 多 项 式 ( 所 有 次 数 ). 
“10. (a) 设 % 是 任意 固定 的 实数 ， 通 过 把 xi 一 wi 因 式 分 解 来 证 明 : 存在 
常数 入 (站 ,使 得 不 管 是 否 有 |z 一 | 二 1, 都 有 |zi 一 wi| 志 NN|x 一 4|. 
(b) 设 f(x) 是 实 系数 多 项 式 ,% 是 任意 实数 , 证明: 存在 一 个 与 了 和 
Ww 有 关 的 常数 及 ,使 得 不 管 是 否 有 |x 一 4 一 1, 都 有 [f(z) 一 了 (2w) | 魏 歼 |z 一 2 
*11。 设 实 代 数 数 % 满 足 7 次 整 系数 多 项 式 方程 f(z) =0, 证 明 : 如 果 


几 和 是 适合 | 人 一 中 天 元 赤 ( 共 中 到 是 习题 10 中 的 常数 ), 那么 及时)=0. 


(提示 : 用 习题 10, 有 | 玉 笃 )|< 去 , 而 玫 吾 ) 是 分 母 为 nr 的 有 理 数 . ) 
*12. 证明: 如 果 ww 是 实数 ， 对 于 4 可 以 求 出 不 同 有 理 数 的 无 穷 序列 
* 22 。 


满足 |u | < 一 (对 所 有 的 总， 那么 是 超越 数 . (提示 : 如 果 妈 的 次 


数 是 7+, 那么 由 习题 11 得 到 , 对 所 有 充分 大 的 有 f(2:)=0. ) 


*13， 满 足 习 题 12 的 假设 条 件 的 数 称 为 刘 维 尔 (Liouville) 数 (超越 
数 ). 


(a) 证 明 : 之 ,10 一 0.110001… 是 刘 维 尔 数 . 


上 一 1 


(b) 再 列 出 两 个 别 的 刘 维 尔 数 . 


314.7 高 斯 整数 


高 斯 整数 是 其 分 量 a，25 都 为 整数 的 复数 4 十 站 ， 任意 这 样 
的 高 斯 整数 满足 整 系数 的 首 一 多 项 式 方程 oe 一 2aa 十 (@ 十 D ) 
=0, 因此 它 是 代数 数 ， 两 个 高 斯 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 高 斯 整 
数 , 因此 全 体高 斯 整数 构成 整 环 ZL?]， 在 这 个 整 环 中 可 以 游 司 可 
除 性 和 分 解 成 素 ( 不 可 约 ) 因 子 的 问题 . 
对 任意 复数 o, 引进 “ 范 数 "(是 整数 , 或 者 不 是 ) 是 方便 的 .区 
Oo 二 7 十 8$， 则 范 数 入 (oo) 是 ga 与 它 的 共 弧 复数 o” 一 7 一 8? 的 
乘积 : 
No)= 一 oaoy 一 (7 十 3 )(7 一 87 ) 一 7 十 3S2. (10) 
这 个 范 数 永远 是 非 负 的 ， 并 且 是 o 绝 对 值 的 平方 。 对 任意 两 个 复 
数 0 和 ,我 们 有 
N(or)=N(o)N(r). (11) 
这 个 等 式 意味 着 , 对 应 oc 一 > 和 N(o ) 保 持 乘 积 , 换 句 话说 ， 它 是 由 非 
和 零 的 数 o 组 成 的 乘法 群 到 实数 的 乘法 群 上 的 同 态 映 射 ， 特 别 ， 高 
斯 整数 的 范 数 是 (有 理 ) 整 数 中 . 
现在 回忆 一 下 包含 可 除 性 的 一 般 概 念 〈$ 3.6)，ZLij 的 单位 


有 理 整 数 即 普通 整数 ,定义 见 下 市 。 一 一 译 者 注 , 
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是 这 样 的 高 斯 整数 : & 寺 0， 它 的 倒数 ax 也 是 一 个 高 斯 整数 ， 那 
么 有 aa- 一 1 所 以 N(aa-!) 一 和 N(a)N(a = 一 1， 因 而 单位 a 的 范 
数 一 定 是 N(a)=I. 由 (10) 式 可 以 看 出 ，Z[?] 的 单位 只 能 是 士 1 
和 士 ?， 如 采 2 中 两 个 高 斯 整数 可 彼此 整除 ， 则 称 这 两 个 整数 
在 ZLtj 中 相伴 .因此 在 Z[ij 中 的 相伴 只 能 是 土 % 和 土 ia. 
有 理 系 数 5 在 ZLij 中 有 四 种 不 同 的 分 解 
5=(1+422)(1—27)=(2i—1)(—2i—1) 

一 (2 二 1)(2 一 让 = (1 一 2)( 一 i 一 2). (12) 
这 些 分 解 本 质 上 是 一 样 的 , 例如 , 2 十 i 二 i(1 一 27?) 和 2 一 i 二 一 i (1 
十 2), 其 他 各 种 情形 中 相应 的 因子 也 都 是 相伴 .， (12) 中 的 每 个 因 
子 都 是 素 的 DC， 例如 ， 如 果 2+ 可 以 分 解 为 2 二 i=a8B， 那 么 
N(2 十 二 5 二 入 (O)N(B), 所 以 N(a)( 或 者 N(PB)) 等 于 1, 因此 a 
(或 者 B) 是 单位 (12) 式 的 各 个 因子 本 质 上 只 给 出 5 的 一 个 因子 
分 解 , 因为 在 任意 分 解 5 天 ”6 中 , (5)=25 一 和 N(y)N(6), 所 以 每 
个 不 是 单位 的 因子 一 定 有 范 数 5. 通过 试验 我 们 发 现 , 范 数 为 5 的 
所 有 商 斯 整数 就 是 (12) 式 中 写 出 的 那些 ， 

力 一 方面 ， 有 理 素数 3 在 ZL] 中 是 素 的 . 假定 3=ap， 则 
(a)N(B)==9, 于 是 和 N(a)19. 如 果 W(&)==1, 则 a 是 单位 ; 如 果 
No) 一 NG 二 Db 三 3, 则 oa? 十 2 二 3， 不 可 能 有 整数 a 和 使 这 个 
等 式 成 立 ， 因此 在 高 斯 整数 环 中 3 没有 真 因子 a. 

高 斯 整数 的 唯一 因子 分 解 定理 可 以 通过 构造 除法 算式 来 证 
明 , 这 个 算式 类 似 于 对 普通 整数 和 多 项 式 用 过 的 除法 算式 . 

定理 13 对 于 给 定 的 高 斯 整数 w 和 有 二 0, 存在 高 斯 整数 和 
P 适合 

a=py+p, N(p)=N(B). (13) 

@” 即 不 可 分 解 的 ,其 定义 见 后 ,， 它 与 有 理 素数 即 普通 素数 的 定义 不 同 ， 一 一 详 
者 注 . 
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证 明 我 们 从 商 万 一 7 十 si 出 发 ， 选 取 ” 和 s' 是 与 有 理 数 
和 s 了 最 接近 的 整数 ， 那 么 
B=(" +e)+[(r—r) + (s—s") 外 一 ?十 IO， 一 六 十 3 1， 
这 里 17 一 六 入 本 18 一 s |< 志 ,所 以 
N(a) 一 (一 7 站 ?二 (8 一 2 二 于 十 于 < 


上 述 万 程 现在 可 写成 wa= Br 十 bBo, 其 中 ,py 都 是 高 斯 整数 ,因此 
po 也 是 高 斯 整数 , 而 且 这 里 N(Bo)= 二 和 N(B)N(o) 达 NN(B). 
证 毕 
5| 理 1 两 个 高 斯 整数 wl 和 as 有 最 大 公 因 子 0, 它 是 一 个 可 
表示 成 6 二 BQ 十 Boa2 形式 的 高 斯 整数 ， 其 中 Bl 和 Bs 都 是 高 斯 
整数 . 
证 明 通过 思 转 相 除 , 我 们 可 以 构造 欧 几 里 得 算法 , 它 很 象 有 
理 整 数 情 形 (§ 1.7). (13) 式 的 逐次 余数 p 的 范 数 越 来 越 小 ,因此 
这 种 算法 最 终 会 结束 ， 最 后 的 非 零 余数 就 是 我 们 所 要 求 的 最 大 公 
因子 . 证 毕 
太一 个 证 明 是 从 环 Z[ 红 ] 中 的 ml 和 as 生成 的 理想 (al &2) 出 
发 ， 在 这 个 理想 的 全 体 元 素 中 间 选 择 一 个 范 数 最 小 的 元 素 0， 并 
象 (13) 式 那样 , 写 a 二 6y1 十 p1，%2 二 6ys 十 p2， 这 些 系数 p; 都 在 
理想 中 , 并且 它们 的 范 数 小 于 6 的 范 数 , 因此 一 定 是 零 ， 所 以 &%1 = 
071，a 一 G7?， 于 是 6 是 公 因子 .因为 6 在 这 个 理想 中 ， 所 以 它 
有 形式 . 0 一 有 gi 十 B24%2， 因 此 它 是 xy 和 os 的 每 个 公 因 子 的 倍数 . 
所 以 6 就 是 我 们 所 要 求 的 最 大 公 因 子 . 
高 斯 整数 分 解 的 其 余部 分 可 同 有 理 整 数 的 情形 《8$1.7 和 
3 1.8) 及 多 项 式 的 情形 ($3.5 和 83.8) 完全 一 样 地 进行 处 理 ， 因 
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此 我 们 这 里 只 叙述 这 重要 的 步 又 . 一 个 高 斯 整数 ,如果 它 不 十 0 
也 不 是 单位 ， 而 且 它 在 Z[ 幻 中 的 因子 只 能 是 单位 和 zz 的 相伴 , 则 
称 z 是 素 的 .我 们 可 以 证 明 

引 理 2 如 果 式 是 素 的 , 那么 由 jaB 可 推出 Xx|a 或 者 |P. 

定理 14 每 个 高 斯 整数 w 可 以 表示 成 素 高 斯 整数 的 乘积 wa 一 
TeTa， 这 个 表达 式 实 质 上 是 唯一 的 , 所 谓 实质 上 是 唯一 的 是 指 ， 
任意 其 他 Q 表示 成 素 高 斯 整数 之 积 的 分 解 式 有 相同 的 因子 个 数 ， 
并 可 重新 排列 使 得 相应 位 置 的 因子 是 相伴. 

为 了 适当 地 推广 这 些 概念 ， 我 们 首先 研究 一 下 高 斯 整数 所 满 
是 的 不 可 约 多 项 式 方 程 ， 如果 a=a 十 是 高 斯 整数 , 而 不 是 有 理 
整数 , 那么 5 到 0, 并 且 a 一 定 满足 一 个 二 次 不 可 约 方程 ， 这 就 是 

[zz 一 (十 20)][Lz 一 (ce 一 站 )] 一 2Z2 一 2c7z 十 (a2 十 827 一 0. 
它 是 以 有 理 整 数 为 系数 的 首 一 不 可 约 方程 ， 反 过 来 ， 可 以 证 明史 ， 
如 果 数 ?十 si 在 域 Q(1) 中 满足 一 个 整 系数 首 一 不 可 约 方程 , 那么 
这 个 数 是 高 斯 整数 ， 这 就 给 出 

定理 15 在 域 Q(1) 中 的 一 个 数 是 高 斯 整数 当 且 仅 当 它 在 QQ 
上 所 满足 的 首 一 不 可 约 方 程 是 以 整数 为 系数 , 


司 题 
1， 把 下 列 各 高 斯 整数 分 解 成 素 因子 乘积 : 
5,，3 十 i, 6;,，11,， 1 一 7i. z 

2， 求 出 下 列 每 对 高 斯 整数 cr 和 cs 的 最 大 公 因 子 ， 并 把 它 表 示 成 pia 
十 bc 的 形式 : 

(a) 3 十 64 和 12 一 31. 

(b) 5 十 32 和 13 十 183. 

3、 求 出 13 的 所 有 可 能 的 因子 分 解 (分 解 成 素 高 斯 整数 之 积 )， 并 证 明 : 
任意 两 个 分 解 仅 差 相伴 . 


中 在 下 一 节 中 (定理 16), 对 稍微 更 一 般 的 情形 给 出 证 明 . 
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4， 证 明 : 由 高 斯 整数 构成 的 每 个 理想 都 是 主 理想 ， 
5. (a) 用 欧 几 里 得 算法 证 明 引 理 1. 
(b) 证 明 引 理 2. 
6， 由 引 理 2 证 明定 理 14. 
7. (a) 证明; 有理 宕 数 DP 在 Z[ij 中 是 灶 的 当 且 仅 当 方程 82 十 六 二 Pp 
设 有 整数 解 z 和 纪 
(b) 证 明 : 任意 形 为 ?一 4 十 3 的 有 理 素 数 在 ZL 让] 中 是 素 的 ， 
“8。 (a2) 证 明 : 商 环 ZLz]j/(D，z2? 十 1) 既 与 ZL (2) 同 构 ， 也 与 
之 spLXj/ (x? 十 1) 同 构 . 
(b) 证 明 : ZE/(D) 是 整 环 当 且 仅 当 p 在 Z[i] 中 是 素 的 ; 
ZpLzj/ (zw? 十 1) 是 整 环 当 且 仅 当 ww 寺 一 1(mod7) 在 Z 中 没有 解 ， 
(c) 假设 模 2 乘法 群 是 循环 群 人 4$15.3 定理 6), 证明 :如果 2 一 4 十 1 
那么 zx 三 一 1(modu2p) 在 也 中 有 解 . 
(d) 证 明 : P= 二 4n 十 1 在 ZLt] 中 不 可 能 是 素 的 ， 
习题 9~13 都 指 的 是 由 数 a 十 6bMV 一 2 (其 中 a 和 5 是 整数 ) 构成 的 整 环 
Z [Vv 一 2]. 
9. 定义 范 数 入 (a bv 一 2) =@? 十 2b2, 并 列 出 它 的 性 质 . 
10. 证 明 整 环 Z[V 一 2] 中 的 除法 算式 . 
11. 证 明 整 环 Z[VY 一 人 中 最 大 公 因 子 的 存在 性 . 
12， 氢 述 并 证 明 ZL[w 一 2] 中 的 唯一 因子 分 解 定理 ， 
13. 在 ZEw 一 2] 中 , 把 下 列 各 数 因子 分 解 ， 5, 1 二 3V 一 2, 2 十 \/ 二 2. 
14.(a) 在 ZLY 2] 中 求 一 个 不 同 于 土 1 的 单位 . 
(b) 证 明 : 在 ZLV 2 ] 中 存在 无 穷 多 个 不 同 的 单位 ，( 提 示 : 用 一 
个 单位 的 者 . ) 


$14.8 代数 整数 


一 般 地 ， 如 有 果 代 数 数 % 满足 的 有 理 数 域 上 首 一 不 可 约 方程 是 
以 整数 为 系数 ， 即 
人) 一 G0 十 QU 十 … 十 Gil 十 姑 一 0 ai 是 整数 (14) 


其 中 p(w) 在 Q 上 是 不 可 约 的 , 那么 称 和 是 代 孝 整 数 ， 有 理 数 开 所 
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满足 的 不 可 约 方程 刚好 是 线性 方程 z 一 二 = 二 0 所 以 一 个 有 理 数 


古代 数 整 数 当 且 仅 当 它 是 一 个 普通 意义 下 的 整数 ， 于 是 乙 的 〈 普 
通 ) 整 数 称 为 有 理 整 数 , 以 便 同 其 他 代数 整数 相 区 别 . 如 有 末代 数 数 
二 0,2 和 ww 都 是 代数 整数 , 那么 称 久 是 单位 . 

在 检验 给 定 的 代数 数 是 否 是 代数 整数 时 ， 不 一 定 要 借助 于 不 
可 约 方程 , 而 依赖 下 面 的 定理 ， 

定理 16 一 个 数 是 代数 整数 当 且 仅 当 它 在 @ 上 满足 一 个 整 
系数 首 一 多 项 式 方程 ， 

证 明 假设 芭 是 某 小 整 系数 首 一 多 项 式 jz) 的 根 ， 在 Q 上 ， 
4 还 满足 一 个 不 可 约 多 项 式 WKz)， 它 可 以 取 为 整 系数 的 ， 这 些 系 
数 的 任意 公 因 子 可 被 消去 , 因此 我 们 可 以 假定 p(w) 的 系数 的 最 大 
公 因 子 是 1， 这 也 就 是 说 ,在 83.9 的 意义 下 ，2p(z) 是 由 所 有 整 系 
数 多 项 式 组 成 的 整 环 Z[x] 中 的 本 原 多 项 式 ， 因 为 已 知 的 多 项 式 
jz2) 十 站 一 多 项 式 , 所 以 也 是 本 原 的 ， 由 定理 2 我 们 知道 , 以 & 为 
根 的 多 项 式 f(x) 在 QLxj 中 一 定 被 入 所 满足 的 不 可 约 多 项 式 p(x) 
整除 , 于 是 f(x) 一 q(x)p(x). 因为 和 Pp 都 是 本 原 的 ， 所 以 根据 
3 3.95| 理 3 可 以 断言 ， 商 式 4(x) 也 具有 整 系数 ， 那 么 了 (x) 的 首 
项 系 煞 1 定 9g 和 儿 的 首 项 系数 之 积 , 因此 土 p(x) 是 首 一 多 项 式 , 根 
掏 定 义 (14), 这 意味 春 4% 是 代数 整数 . 

一 个 数 昌 然 看 起 来 不 象 代数 整数 , 但 实际 上 可 能 是 代数 整数 ， 


例如 ,4 二 5 看 起 来 象 一 个 分 数 , 但 它 满足 方 和 

(2—! HS)(e—l—Y 5) _ 120 
这 个 方程 是 首 一 整 系数 方程 ， 这 就 暗示 我 们 系统 地 找 出 在 二 次 域 
中 是 代数 整数 的 那些 数 ， 有 理 数 域 QQ 上 的 任意 二 次 域 可 以 表示 


成 单 代 数 扩张 下 =Q(V a ). 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 4 是 一 
“528 。 


个 整数 是 无 平方 因 于 (51 除外 )， 这 就 是 我 们 所 要 考虑 的 情形 : 
定理 17 如 果 Q 关 1 是 无 平方 因子 的 整数 , 那么 在 d 三 2 或 4d 二 

3(mod 4) 的 情形 下 , Q(MMG) 中 的 代数 整数 是 形 为 g 十 bs a (其 中 

系数 a 和 5 是 有 理 整 数 ) 的 数 ， 但 是 当 Q 二 1(mod4) 时 ，Q(V 中) 


中 的 代数 整数 是 形 为 a 十 BL 人 (其 中 a 和 5 为 有 理 整 数 ) 的 数 . 


证 明 ”作为 预备 知识 ,我们 注意 到 ,4 三 1(mod 2) 意 昧 着 C=1 
十 27, 因此 @=1 十 47 十 47? 三 1(mod4)， 换血 话说 ， 


a 三 1(mod 2) 可 推出 o 三 1Cmod 4)， (15) 
a 沽 0(mod 2) 可 推出 a? 二 0(mod 4)， (16) 

所 了 以 一 个 平方 数 总 同 余 于 0 或 1, mod 4. 
Q (Ma) 中 任意 数 可 表示 成 w 一 4， 这 里 整数 a, 0, 


无 公 因 子 . 为 了 排除 有 理 数 的 平 几 情形 ， 我 们 假定 5 寺 90。 那 么 % 
所 满足 的 二 次 首 一 不 可 约 方 程 是 
十 Bad 一 DC 
(人 


2 JJ7 2 
=#? +0. (17) 


如 果 w 是 代数 整数 ， 那 么 这 些 系 数 “2 a 8. -地 也 一 定 是 整数 , 所 


以 人 ,各 二 和 4 都 必 是 整数 ， 所 以 ce|24，c? |445?， 因 为 


已 假定 4 不 售 平 方 因 于 所 以 包含 在 ¢ 中 的 任 闪 素数 Pp 到 2 一定 同 

时 整除 a 和 2 ,这 与 2, 2 无 公 因 子 ( 士 1 除外 ) 的 假定 相 了 矛盾. 由 

于 类 似 的 理由 , 41e 是 不 可 能 的 , 所 以 只 能 选取 c=1 和 c=2. 
现在 考虑 d 三 2 或 4 三 3(mod 4) 的 情形 , 取 一 2， 在 这 种 情形 


下 ，(17) 式 最 后 的 系数 一 < -2 -一定 是 整数 ,于 是 az 三 db2(mod 人 


e。 229 。 


和 如果 5 三 1(mod 2), 则 如 二 1(mod 4), 并 且 a? 二 48? 二 2 或 3(mod 4),. 
这 与 法 则 (15) 和 (16) 相 予 盾 . 如 果 5 三 0(mod2), 则 = 二 0(mod4)， 
因而 a 二 0(mod 2), 所 以 a,b,c 有 公 因 子 2 无论 哪 一 种 情形 ， 我 
们 都 得 出 e 王 1 所 以 Qvod ) 的 所 有 代数 整数 是 形 为 s+2Dw a 的 
数 .， 反 过 来 , 这 种 形式 的 数 所 满足 的 首 一 方程 (17) 具 有 整 系 数 . 

镜 下 的 情形 d 三 1(mod4) 可 以 类 似 处 理 , 除了 可 能 出 现 a=Pb 
三 1(mod2) 的 情形 以 外 , 其 余 都 类 似 . 

推论 Q 上 任意 二 次 域 中 ， 所 有 代数 整数 组 成 的 集合 是 一 个 
整 环 . 

证 明 定理 17 中 所 表示 的 代数 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 这 种 
形式 的 代数 整数 . 证 毕 . 

下 面 的 任务 就 是 把 这 个 推论 推广 到 任意 代数 数 域 上 . 


了 题 
1。 证 明 ; 每 个 单位 根 是 代数 整数 . 
2. (a) 求 @Qo) 中 的 所 有 代数 整数 和 所 有 单位 ， 这 里 中 是 复 三 次 单 位 


(b) 证 明 :， Qt(o) 中 每 个 单位 都 是 单位 根 . 
3. 完成 定理 17 的 第 二 种 情形 (4 二 1 (mod 4)) 的 证 明 . 
4. (a) 证 明 : 任意 代数 数 可 以 写成 商 地 ， 这 里 * 是 代数 整数 ，8 是 有 理 
整数 ( 即 Z 中 的 整数 ). 
(b) 证 明 : 代数 数组 成 的 任意 域 下 是 由 素 中 的 所 有 代数 整数 组 成 的 
整 环 的 商 域 . 
*5， 求 出 Q(w 2, 引 中 的 所 有 代数 整数 . 


314.9 代数 整数 的 和 与 积 
这 一 古来 证 明 下 述 结果 : 
定理 18 所 有 代数 整数 的 集合 是 一 个 整 环 ， 
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下 面 是 定理 的 直接 推论 . 

推论 ”在 由 代数 数组 成 的 任意 域 瑟 中 ， 全 体 代 数 整 数 构 成 一 
个 整 环 . 

定理 18 的 一 个 启发 性 的 证 明 依 赖 了 于 对 代数 整数 生成 的 加 靳 
群 的 分 析 ， 如 有 果 中 ,，…, 9; 是 任意 代数 数 ， 我 们 令 G=[21,…, 94] 
表示 在 由 全 体 复数 组 成 的 加 法 群 中 由 这 些 代数 数 上 生成 的 子 群 @. 
这 个 群 只 是 由 可 表示 成 形式 

二 1 十 G202 十 十 G9n (ai 是 有 理 整 数 ) (18) 
的 所 有 数组 成 回忆 一 下 , 在 由 ?生成 的 加 法 循环 子 群 中 , 自然 倍 
数 gv 二 a Xxv 就 是 20 的 “第 ”. 

5| 理 1】 群 G=[v,*…, vs] 的 任意 子 群 全 也 可 以 由 名 个 或 更 
少 一 些 数 生 成 ， 

证 明 对 每 个 下 标 , 设 Gs 是 由 G 的 后 % 一 x 十 1 个 上 生成 元 生 
成 的 子 群 [92,…, vnj, 所 以 Gs 是 由 所 有 形 为 6124 十 … 十 anvs 的 和 
构成 ， 在 Gs 的 位 于 给 定子 群 8S 的 元 素 中 间 选 取 一 个 元 素 

Wi Cove Ceriveti tT Cndn, (19) 
使 其 中 第 一 个 系数 cx* 有 最 小 的 正 值 (这 是 可 能 的 ). (如 果 对 每 个 
元 内 ,V1 的 系数 都 是 零 , 则 置 包 ;二 0. ) 如果 公 = 加 oz 十 … 征 全 中 心 
的 任意 其 他 元 素 , 它 的 第 一 个 系数 5 可 以 写成 bi 一 qics 十 75, 具有 
一 个 非 负 余数 7; 二 c:， 那 么 这 个 差 轨 一 gow 二 7505 十 … 就 在 群 G， 
和 中 ,并 有 非 负 的 第 一 个 系数 7;, 它 小 于 最 小 的 正 值 co, 因此 六 
=0, 于 是 Gi 中 任意 总 的 元 素 双 给 出 Giri 中 的 一 个 元 素 w' 二 w 一 
dri: 

这 样 选取 的 % 个 元 素 ww,…, ws 生成 整个 群 S, 这 是 因为 在 S 
中 任意 给 定 元 素 w， 我 们 就 可 以 找到 41， 使 w 一 giwi 只 依赖 于 


”这 个 加 法 群 有 时 称 为 忆 - 模 , 因为 它 的 元 素 可 以 用 中 的 标量 来 乘 
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00 然后 又 可 找到 其 个 9?， 克 只 依 和 于 办 

Dn, 等 等 霹 后 有 二 之 qiw;. 证 毕 

5| 理 2 数 人 是 代数 整数 当 且 仅 当 由 了 的 所 有 畦 1，W，w?， 
外 ,生成 的 加 法 群 可 以 由 有 限 个 元 素 生 成 

正明 如 玉 纪 是 代数 整数 ， 则 它 满足 整 系数 的 n 次 首 一 方程 
(14). 这 个 方程 把 局 表示 成 群 G= 二 [1, ww,…, ww”*- 避 中 的 一 个 元 素 ， 
这 个 群 是 由 的 低 于 % 次 的 徊 生成 的 ， 通过 选 代 上 述 同 一 个 方 
程 可 以 用 来 把 % 的 任意 高 次 几 表 示 成 这 个 群 中 的 一 个 元 素 ， 所 以 
2 满足 引 理 2 的 准则 . 

反 过 来 , 假定 由 1, 2 w*，… 生 成 的 群 G 可 以 由 G 的 任意 % 个 
数 91,…，2; 生 成， 久 与 G 的 任意 元 素 互 ajo 的 乘积 仍然 是 G 的 
元 素 之 aiw’1!, 所 以 每 个 乘积 wv; 一定 在 G 中 ， 于 是 它 一 定 可 以 按 
照 生 成 元 表示 成 wv; == 之 aijv3 这 里 ai 是 整数 . 这些 表达 式 给 


出 如 下 形式 的 % 个 5 的 齐 次 方程 
(11 WV 二 Qi202 二 "十 Qi1nvn 二 0， 


0Q2101 二 (G22— WW) Vo 二 ondn 一 0， 


0o101 十 Cr202 十 … 十 (Can 一 202 二 0. 

这 组 方程 有 一 组 不 全 为 零 的 解 vb 2 …，, ga， 所 以 系数 矩阵 的 行 矢 
量 一 定 是 线性 相关 的 (§ 7.7 定理 13 的 推论 )， 这 个 系数 矩阵 可 以 
写成 4 一 好 , 这 里 4= (a;;). 因为 它 是 奇异 的 , 所 以 它 的 行列 式 是 
震 ， 于 是 

| 4 一 好 | 一 (一 巧 2 十 DT 十 十 D 一 0， (20 ) 
这 里 系数 2; 是 整数 a;; 的 某 一 多 项 式 ， 因 而 它们 都 是 整数 ， 这 个 
方程 (20) 意 味 着 出 4 是 代数 整数 , 正如 引 理 中 所 要 求 的 ， 


山 注意 , 根据 第 十 章 的 意义 (20) 式 就 是 4 的 特征 多 项 式 ， 
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5| 理 2 的 结论 可 以 重 述 如 下 : 

推论 ”如 果 代 数 数 以 的 所 有 正 次 舌 都 在 由 一 组 有 限 个 数 
Yi "Yn 生成 的 加 法 群 中 ,那么 入 是 代数 整数 . z 

证 明 ”由 1,%%,… 生 成 的 群 S 是 由 1,，…, yx 生成 的 群 的 
一 个 子 群 ， 因 此 根据 引 理 1 ， 这 个 子 群 S 可 以 由 它 的 有 限 多 个 元 
素 生 成 , 因此 根据 引 理 2 , 数 色 是 代数 整数 , 证 毕 

现在 回来 证 明定 理 18. 如 果 % 和 wv 是 代数 整数 ,我 们 应 指出 
2 十 2 和 wv 都 是 代数 整数 .这 个 假设 条 件 意味 着 所 有 的 宫 w 和 ww 
分 别 可 以 按照 有 限 多 个 荐 了 4% …, wr 和 1,2,…,2 "来 表示 . 所 
以 每 个 寡 (wo) 一 woxz 和 (we 二 oz 在 由 和 溢 积 1, w, wv, wo2 -1071 
生成 的 加 法 群 中 ， 根 据 推 论 得 出 ,wo 和 2%+2 是 代数 整数 ,这 正大 
定理 所 机 求 的 . 


局 题 
1. 通过 列 出 适当 的 整 系 数 首 一 方程 ， 明 显 地 证 明 下 列 各 数 都 是 代数 整 
数 : 
(a) M2 -MV 3， (b) i+to, 


() V7+1EYS. 


2. (a) 证 明 : 如 果 数 ob ?na 在 Q@ 上 线性 无 关 ， 那 么 在 G=[v,*…* 
va] 中 的 任意 有 有 限 指数 的 子 群 人 也 可 以 由 个 线性 无 关 的 数 wi,…, zu 生 
成 . 

(b) 证 明 ， 任意 这 样 的 子 群 S 与 整个 群 G( 群 ) 同 构 . 

3， 如果 数 01,…，vs 在 @ 上 线性 无 关 ， 指 出 怎样 用 引 理 1 中 对 于 G 一 
[2 22] 的 子 群 仿 求 出 的 那 组 基底 来 计算 5 在 G 中 的 指数 . (提示 : 求 出 
S 的 每 个 陪 集 的 代表 元 . ) 

*4。 证 明 : 群 G=f2 ,2 没有 不 同 子 群 的 无 限 升 链 . 也 就是 证 明 : 给 
出 子 群 的 无 穷 序 列 Si 委 S 委 9 委 … 委 G, 则 存在 一 个 下 标 和 u, 使 得 Sm 二 m+ 
一 人 n+ 一 …。 (提示 : 把 引 理 1 应 用 到 全 体 群 5S; 的 并 . ) 
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5. (a) 证 明 : 包含 在 普通 整数 环 Z 中 的 每 个 模 是 和 的 一 个 理想 . 

(b) 列 出 一 个 包含 在 高 斯 整数 的 整 环 Z[ij] 中 不 是 ZLij] 中 的 理想 的 模 . 

“6. 证明: 如 果 代 数 数 % 满 足 一 个 首 一 多 项 式 方程 , 这 个 方程 的 其 他 系 
数 都 是 代数 整数 , 那么 也 是 代数 整数 . 


$ 14. 10 二 次 代数 整数 的 因子 分 解 


为 了 说 明代 数 整数 因子 分 解 理论 ， 我 们 更 详细 地 考虑 最 简单 
的 情形 ， 即 二 次 代数 整数 的 因子 分 解 ， 也 就 是 说 ， 我 们 考虑 
Q(V a) 的 代数 整数 ( 象 定理 17 中 所 描述 的 那 种 代数 整数 ) 的 因子 
分 解 ， 为 此 目的 所 用 的 基本 工具 是 范 数 概念 ， 

范 数 的 公式 依赖 于 域 , 但 是 范 数 的 概念 在 所 有 情况 下 , 甚至 对 
于 高 次 代数 数 域 , 都 是 一 样 的， 本 质 上 , 范 数 是 通过 域 的 自 同 构 来 
定义 的 ， 根 据 定理 6 ,二 次 域 Q(w 4) 有 一 个 自 同 构 w=a+bv d 
< 一 >7 二 a 一 bd, 它 把 每 个 数 映 射 到 它 的 共 轿 数 元 . 

定义 Q (va) 的 数 ww 一 TB 4 的 范 数 和 (Ww) 是 入 和 它 的 
共 轧 双 的 来 积 wd: 


N(u) =ui—= (ot+bv ad)(a—bv d). (21) 
因为 对 应 we 一 > 训 是 同 构 , wv 二 及 '5, 所 以 
N(uv) =N (VN). (22) 


于 是 把 这 个 域 中 的 代数 整数 的 任意 分 解 思 二 ww 转换 成 有 理 整 数 
NGo) 的 分 解 W(Go) = 入 (mw)N(v)， (代数 整 数 的 范 数 是 有 理 整 数 ， 
见习 题 1.) 

范 数 的 性 质 基 本 上 依赖 于 w 是正 的 还 是 负 的 ， 也 就 是 依赖 于 
Q (ww ) 是 实 二 次 域 还 是 复 二 次 域 。 如果 4d 二 0， 则 入 (w) 就 是 
2 即 芭 的 绝对 值 平方 ,除了 w%= 0 外, 它 是 正 的 ， 如 果 d>0， 则 
Ni) = 二 2 一 b?4 可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 . 这 个 差别 出 现在 
Q (~/ aq ) 的 单位 的 群 芯 中 , 正如 我 们 将 看 到 的 
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引 理 1 代数 整数 WEQ (MT) 是 单位 当 且 仅 当 N(W)= 
士 1. 
证 明 显然 , NV(1)= 二 1; 此 外 ，NW (ww) 一 定 是 有 理 整 数 ， 因 此 ， 
如 果 对 某 一 个 其 他 代数 整 数 vEQ(w 4) 有 ww=1, 那么 有 NN(W)， 
NO 一 NG 一] 因此 六 (GO 三 土 1.， 反 过 来 ， 如 果 NN (w) 二 ww 二 
土 J， 那 么 4( 土 驴 二 1, 于 是 是 QOw 4 ) 的 单位 . 
类 似 的 论证 可 应 用 到 一 般 代 数 数 域 上 ， 
把 引 理 1 和 定理 17 结合 起 来 ， 我 们 可 以 确定 任意 复 二 次 域 
Q (二 习 (d>0, 无 平方 因子 的 整数 ) 的 全 部 单位 .那么 Q(V 二 吕 ) 
的 代数 整数 只 有 形式 % 三 名 十 00 《m,nEZ), 这 里 
， /一 d， 当 d 直 3(mod 4) 
I ws d=3 (mod 4) 


相应 地 , 的 范 数 满足 
2 十 2207， 当 d 和 站 3 (mod 4) 
(m + 名) + 当 d 三 3 (mod 4) 
当 QQ 在 3(mod 4) 昌 CI 时 ,mm 十 020 和 1 只 有 当 m 二 土 1，% 二 0 轩 
才 有 可 能 . 同样 地 , 如 果 d 三 3(mod 4) 且 d>3， 那 么 4 二 7， 并 和 且 
2 

(Ww) 之 他 ->1, 除非 %=0， 因 此 又 一 次 说 明 Q(V ad) 的 单位 只 
能 是 土 I， 这 就 证 明了 

定理 19 存在 不 同 于 士 1 的 单位 的 复 二 次 域 只 能 是 
Q(V—1) 和 Q(V—3). 

Q (~ 一 了 的 单位 是 土 1 和 土 记 Q(V 一 3) 的 单位 是 o= 
二 学 二 3 的 各 次 需 o 是 六 次 本 原单 位 根 . 


实 二 次 域 有 无 穷 多 个 单位 . 例如 , 1 十 2 是 Q(Cw 2 ) 的 单位 ， 
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因为 YX(I+Tw/ 2)= 一 1. 因此 1 上 +w/ 2 的 所 有 次 需 (1 二 /2 )+* 都 
征 单 位 . 

虽然 对 于 很 多 二 次 代数 整数 的 环 ， 分 解 成 素 因 子 的 因子 分 解 
是 唯一 的 , 但 在 Q (w 一 5) 中 情况 并 非 如 此 . 例如 , 考虑 数 6 的 因子 
分 解 : 

6 一 2.3 一 (1 十 /一 5)(1 一 人 /一 5)， (23) 
如 果 Q (VV 一 5) 的 两 个 代数 整数 % 和 wv 满足 wv=6, 那么 N (w) NN(v) 
一 NN(6) 二 36. 于 是 6 的 真 因子 % 的 范 数 将 是 2232 的 真 因 子 , 所 以 
只 及 (w) 二 2, 3, 4 6, 9，12，18 几 种 情况 需要 研究 ， 因 为 在 这 些 
情况 中 , 入 (v2) 分 别 为 18, 12, 9, 6, 4, 3, 2, 所 以 只 须 考 虑 二 2, 3，4， 
6 等 情形 . 由 入 (m 十 nV 一 5) 二 mm? 十 5%? 容 易 看 出 , 所 有 可 能 的 因 
子 都 已 列 在 (23) 式 中 ， 

在 上 述 例子 中 , 我 们 可 以 考虑 用 理想 的 乘积 (如 813. 4 中 所 述 ) 
代表 数 的 乘积 ， 以 此 来 补救 叭 一 因子 分 解 定理 .我 们 发 现 主 理想 
(2), (3), (1 十 一 5) 和 (1 一 人 /一 5) 都 不 是 素 理想 ， 相 关 的 素 理想 
是 P=(2,1 十 MV 一 5), 8=(3, 1 十 MV/ 一 5), 这 是 用 它们 在 Z (Vv 一 5) 
中 的 基底 来 描述 的 ， 这些 理想 不 是 主 理想 , 把 它们 平方 起 来 : 

P2 一 (4 2 十 2、/ 二 5 6) = (2) 

Q?= (9,3 十 3/ 一 5,6) = (3) 
这 表明 (2) 和 (3) 不 是 素 理想 . 

为 证 明了 是 Z[~ 一 5] 中 的 素 理 想 ， 我 们 注意， (m +n 一 5) 
CP 当 且 仪 当 m 十 nn 三 0(mod2)， 因 此 ZLMV 一 5]/P 只 包含 两 个 元 
素 , 它 是 域 Z2， 因 此 根据 § 13.3 定理 6，P 是 素 理 想 类 位 地 
Z [NV 一 5]/8 是 Zs, 所 以 @ 也 是 素 理 想 . 

总 之 , 我 们 证 明了 Z [VV 一 5] 的 理想 (6) 具 有 分 解 成 素 理想 的 
“了 瞧 一 因子 分 解 (6) = P287. 

我 们 在 整 环 Z[MV 一 5] 中 推导 出 的 这 种 理想 的 唯一 分 解 仅仅 
e。 7336。 


臣 用 以 说 明 ， 理 想 的 概念 怎样 可 以 系统 地 用 来 建立 代数 整数 环 上 
的 唯一 因子 分 解 定理 ， 而 通常 的 因子 分 解 在 这 个 整 环 上 上 是 不 唯一 
的 . 通过 进一步 推理 ， 我 们 可 以 建立 “理想 论 基 本 定理 ?: 在 代数 
数 域 生 中 由 所 有 代数 整数 组 成 的 整 环 五 中 ， 每 个 理想 除 次 序 外 可 
以 唯一 地 表示 成 素 理想 的 乘积 。 特别 是 ， 整 环 的 每 个 代数 整数 公 
确定 一 个 主 理想 (W), 在 上 述 意义 下 , 它 有 唯一 的 因子 分 解 . 


习 是 
1. (a) 证 明 : 在 任意 二 次 域 中 , 代数 整数 的 范 数 是 有 理 整 数 . 
(b) 证明: 如 果 w=a 十 bY 6 不 是 有 理 数 ， 那 么 (oO 是 公所 满足 

的 首 一 不 可 约 多 项 式 方程 的 常数 项 . 

2. 求 Q[V 一 7] 中 的 全 部 单位 . 

3， 证明 : 二 次 域 Q(V 一 @) (其 中 dg>0) 中 单位 的 个 数 是 有 限 的 ， 并 证 
明 : 每 个 单位 是 单位 根 . 

“4. 证 明 : 任意 给 定 的 代数 数 域 中 的 全 体 单位 根 构成 循环 群 


5， 气 述 并 证 明 Z[o] 的 除法 算式 , 这 里 0 一 二 1 二 一 3， (提示 任意 


8 的 整数 倍数 把 复 平 面 分 割 成 无 穷 多 个 竺 边 三 角形 .) 

“6， 设 力 是 任意 整 环 , 在 这 个 整 环 中 范 数 入 (4) 定义 如 下 ，(i) 当 a 半 0， 
NN(Qa) 是 正 整 数 ; (ii1)N(apB) 一 和 N(a)N(B); ii 给 定 C 和 有 尖 0， 存 在 和 上 
使 得 a=py -6,N (2) <N(B). 

(a) 证 明 : D 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 
(b) 证 明 : D 中 每 个 理想 是 主 理想 ， 
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第 十 五 章 ”个 罗 瓦 理论 


$ 15.1 方程 的 根 域 


历史 上 很 多 代数 学 家 试图 用 明显 的 公式 求解 实 多 项 式 方程 和 
(以 后 的 ) 复 多 项 式 方 程 ， 在 他 们 的 努力 下 , 求 出 了 一 般 的 二 次 、 三 
次 和 四 次 方程 的 “ 根 式 解 ”, 这 些 求解 公式 我 们 已 在 第 五 章 推导 过 . 
但 是 对 于 五 次 方程 , 多 次 想得到 类 似 的 求解 公式 , 结果 都 失败 了， 

这 是 为 什么 ? 其 原因 最 后 被 份 罗 瓦 (Evariste Galois) 发 现 ， 
他 指出 一 个 方程 有 根 式 解 当 且 仅 当 与 它 相 联系 的 自 同 构 群 在 纯 群 
论 意义 下 是 “可 解 " 的 .这 里 所 说 的 自 同 构 是 指 由 这 个 方程 的 所 有 
根 生 成 的 扩 域 的 ， 使 方程 的 所 有 系数 保持 固定 的 那些 自 同 构 . 在 
也 后 这 一 章 里 , 我 们 从 讨论 给 定 域 了 上 的 已 知 多 项 式 p(w) 的 所 有 
根 生成 的 扩 域 开始 , 按照 现代 的 形式 介绍 人 车 罗 瓦 最 本 质 的 论证 . 这 
个 域 就 是 所 谓 p(w) 的 “ 根 域 ,由 现在 我 们 正式 地 给 出 它 的 定义 ， 

定义 卫 的 扩张 入 如 果 满 足下 列 条 件 则 称 为 系数 在 下 中 的 % 
(之 1]) 次 多 项 式 了 (zw) 的 根 域 : (i)f(w) 在 入 中 可 以 分 解 成 线性 因 
子 (ww) 二 6(Y 一 1)(X 一 Wn); (iij) 和 是 下 上 添加 f(z) 的 全 部 根 
而 生成 的 , 即 一 下 (2 von) . 

如 果 fo) =az2 十 7 十 C(a 尖 0) 是 下 上 的 二 次 多 项 式 ， 它 有 共 


颖 根 @ 由 一 二 ?十 >02 一 496, j=1, 2， 由 f(z) =0 的 一 个 根 此 
成 的 也 的 单 扩张 及 (w) 实 PEs]/ (f(z)) 已 经 是 了 在 上 的 祖 


Q 有 的 代数 书 中 称 送 个 域 为 分 裂 域 ， 一 一 译 者 注 . 
加 当然 ,多 项 式 fx) 的 根 是 指 请 足 f(z)=0 的 数 zx, 这 个 z 也 称 为 f(z) 的 等 反 ， 
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域 . 这 是 因为 wo 一 地 因此 f(z) 在 域外 = 了 lw) 中 可 以 分 解 成 线 


性 因子 fc) 一 CC 一 个 ) (一 22) 。 
可 是 ， 对 于 三 次 不 可 约 多 项 式 ， 这 个 结论 一 般 来 说 是 不 正确 
的 ， 例 如 , Q 上 不 可 约 多 项 式 zs 一 5 的 根 域 入 是 Q(3/ 5, wA/ 5， 


oz8/ 5) 一 Q(C& So) 其 中 四 = 二 1 二 is- 3 是 复 三 次 单位 根 ， 由 


5 的 实 三 次 根 生 成 的 有 理 数 域 的 实 扩张 Q (8/5) 衬 Q[z]/(x3 一 5) 

在 Q 上 的 次 数 是 3， 而 包含 5 的 所 有 三 次 根 的 @Q 的 最 小 扩张 是 冯 
=Q (5,wm)， 因为 满足 分 圆 方程 o2+o+1=0， 所 以 域 W 在 
Q(S% 5) 上 的 次 数 是 2. 当 我 们 把 zs 一 5 的 根 域 W 看 作 Q 上 的 一 个 
和 拓 量 空间 时 ， 它 就 有 基底 (1，/ 5 ， A/25, Ww, 3/ 5, @3/25), 
于 是 它 是 @Q 的 六 次 扩张 . 

可 以 用 已 知 的 单 代数 扩张 的 存在 性 得 到 一 般 的 关于 根 域 存在 
性 命题 ， 如 下 所 述 : 

定理 1 任意 域 上 的 任意 多 项 式 都 有 一 个 根 域 . 

对 于 一 次 多 项 式 , 其 根 域 刚 好 是 基 域 F; 因此 我 们 可 以 对 f(x) 
的 次 数 % 用 归纳 法 ， 假 定 这 个 定理 对 所 有 域 了 和 所 有 nn 一 1 次 多 
项 式 都 成 立 , 并 设 p(x) 是 已 知 多 项 式 f(z) 的 在 上 一 个 不 可 约 因 
子 ， 根 据 § 14. 3 的 定理 5， 存在 一 个 由 2p(z) 的 根 x 生成 的 单 扩张 
一 E(w)， 在 KK 上, f(x) 有 根 %W， 因 而 有 因子 x 一 ww， 所 以 f(x) = 
(z 一 9g(z), 商 9g(z) 是 五 上 ma 一 1 次 多 项 式 , 根据 归纳 法 假定 ， 由 
9g(z) 的 2% 一 1 个 根 生成 下 上 的 一 个 根 域 六 .这 个 域 W 也 是 f(x) 的 
根 域 . 

我 们 将 在 下 一 节 (定理 2 ) 证 明 ， 给 定 基 域 上 的 已 知 多 项 式 
f(z) 的 所 有 根 域 是 同 构 的 ， 所 以 说 它 是 f(z) 在 上 的 根 域 是 合 
理 的 . 
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附录 定理 1 可 以 用 来 ( 纯 代数 地 ) 构造 任意 有 限 域 或 可 数 域 
了 的 代数 完全 扩张 ， 如 下 所 述 ， 域 上 的 rn 次 多 项 式 的 个 数 是 有 
耻 的 或 可 数 的 ,如果 五 是 可 数 的 ， 那 么 多 项 式 个 数 是 d"*! 一 d (d= 
无 限 可 数 )、 因 此 卫 上 所 有 多 项 式 的 个 数 是 可 数 的 (参看 § 12. 2 本 
题 14)， 于 是 我 们 可 以 把 这 些 多 项 式 排 成 序列 D1 (xw)，Ps (x)， 
Ps (YX), ，. 

现在 设 了 是 和 (x) 在 上 的 根 域 ，F; 是 pa (2) 在 上 的 根 
域 ,…; 一 般 地 , 设 了 是 pn (zx) 在 了,-: 上 的 根 域 ， 最 后 ， 设 F* 是 
由 出 现在 其 中 一 个 玉 , 中， 因而 出 现在 的 所 有 后 继 中 的 所 有 元 
过 组 成 的 集合 ， 如 果 a 和 5 是 F* 的 任意 两 个 元 素 ， 那 么 它们 一 
定 都 在 某 一 个 了 F, 中 ， 因 而 都 在 F, 的 所 有 后 继 中 ， 所 以 a+b，ab 


和 后 (5 去 0) 在 F。 和 它 的 所 有 后 继 中 也 一 定 有 相同 的 值 , 这 就 表明 


”处 一 个 域 . 

为 了 证 明 PF* 是 代数 完全 域 ， 我 们 设 g(x) 是 F* 上 任意 多 项 
式 , 9(w) 的 全 部 系数 都 在 某 一 个 了, 中 ， 因 而 这 些 系 数 在 上 是 代 
级 的 .那么 利用 $ 14.5 定理 9, 我 们 可 以 求 出 g(x) 的 一 个 非 零 倍 
式 从 2), 其 系数 在 五 中 ( 见 下 面 的 习题 5)， 但 是 对 1Mz)， 有 一 个 
适当 的 Fm-1,h(w) 在 了 了 nm-1 上 的 根 域 是 Fs, h(xz) 在 Fm 中 一 定 可 以 
分 解 成 线性 因子 ， 因 此 MKz) 的 因子 9(z) 在 中 同样 也 可 分 解 成 
线性 因子 ， 所 以 9(z) 在 较 大 的 域 FR* 上 也 可 以 分 解 成 线性 因子 ， 
因此 F* 是 代数 完全 域 . 进一步 有 ，F* 的 每 个 元 素 在 上 是 代 
数 的 ， 

用 一 般 的 民 序 集合 和 所 谓 超 限 归 纳 法 来 代 赫 序列 ， 可 把 上 述 
推理 过 程 加 以 修改 出， 以 便 应 用 到 任意 域 尺 上 ， 这 种 修改 建立 了 


中 ”详细 证 明 见 B.L.van dev Waerden, Moderne 419ep7rd, Part [|，Berlin 
1930. (中 译本 : B.L, 范 德 瓦 尔 登 , 代数 学 了 丁 行 孙 等 译 , 科学 出 版 社 , 1965, ) 
。54D 。 


下 面 关 于 代数 基本 定理 的 重要 的 部 分 的 推广 ;任意 域 媚 都 有 一 个 
代数 完全 扩张 ， 


$15.2 唯一 性 定理 


我 们 现在 来 证 明定 理 1 所 述 的 根 域 的 唯一 性 (精确 到 同 构 )， 
定理 2 域 丸 上 已 知 多 项 式 f(x) 的 住 意 两 个 根 域 N 和 NW' 同 
构 ， VW 到 NW 的 同 构 可 以 如 此 选择 ,使 得 户 的 元 素 保 持 固 定 ， 
证 明 “ 根 域 是 唯一 的 ?这 个 断言 实质 上 是 “ 则 一 个 不 可 约 多 
项 式 的 两 个 不 同根 生成 同 构 的 单 代数 扩 张 ” 这 一 事实 的 直接 推论 
《3 14.3 定理 6). 特别 是 ， 不 可 约 多 项 式 p(x) 的 两 个 根 域 N= 
(wn) 入 二 PG,…, Wn) 分 别 包 含 由 2(z) 的 根 如 各 村 
成 的 同 构 单 扩张 瑟 人 ) 和 三 Go )， 因此 存在 (wi) 到 了 了 (wi) 的 同 构 
+， 现 在 只 需要 把 这 个 同 构 适 当地 扩张 到 整个 根 域 上 ， 这 种 扩张 
的 基本 方法 由 下 面 引 理 给 出 ， 
5| 理 1] 如 果 域 入 之 间 的 同 构 SS 把 不 可 约 多 项 式 p(x) 
的 系数 映射 到 也 上 多 项 式 p' (zz) 相应 的 系数 , 并 设 FPF(w) 和 FF'(w') 
分 别 是 由 这 两 个 多 项 式 的 根 纪 入 生成 的 单 扩 张 ， 那么 态 可 以 扩 
张 成 (Ww) 到 FF(w') 的 同 构 S*, 在 这 个 同 构 之 下 , WS* 一 Ww 
证 明 恰好 同 § 14.3 定理 6 的 讨论 一 样 , 我 们 所 需要 的 同 构 
S* 由 公式 
(Qo aut ta M1)S* 
二 00 十 (1S)2U + (Gn-1S) (wv ) "1 (1) 
骨 显 地 给 出 ,其 中 所 有 QiEF，,n 是 纪 在 上 的 次 数 . 
5| 理 2 如 果 思 到 FF' 的 同 构 售 把 多 项 式 f(zw) 映 射 到 (x)， 
并 设 入 了 PF 和 ND 必 FR 分 别 是 (2) 和 天 (z) 的 根 域 , 那么 同 构 信 可 
以 扩张 成 了 到 及 ' 的 同 板 ， 
通过 对 次 数 m= 二 [LN :Fj] 用 归纳 法 可 以 证 明 这 个 引 理 ， 当 m= 
.541 。 


1 时 , 这 是 显然 的 , 因为 这 时 4 已 经 扩张 到 N; 因此 取 和 1， 并 且 
假定 ?j 理 对 于 某 域 及 上 次 数 小 于 勾 的 所 有 根 域 义 都 正确 ， 因 为 径 
>>1 f(z) 的 根 不 全 都 在 了 中 ,所 以 f(z) 中 至 少 有 一 个 不 可 约 因 子 
P(2), 它 的 次 数 为 4>1， 设 入 是 p(w) 在 蚤 中 的 根 ， 而 在 给 定 的 同 
构 仿 之 下 ,8 (zw) 是 了 (wz) 的 对 应 于 Pp(z) 的 因子 .那么 根 域 入 包含 
B《z) 的 根 w， 并 根据 引 理 1， 给 定 的 同 构 S 可 以 扩张 成 同 构 S*， 
满足 
uS*—u’, [F(w]S*=F’ (vw), 
PO =0, p(w)=0. ‘2) 
因为 N 是 在 了 上 添加 f(x) 的 全 部 根 而 生成, N 一 定 是 在 较 大 
的 域 了 (ww) 上 添加 这 些 根 而 生成 , 所 以 六 是 f(x) 在 FQ&) 上 的 根 域 ， 


其 次 数 是 地， 根据 同样 的 理由 , "是 了 *(z) 在 FP'(w) 上 的 根 域 . 因 


为 地 二 ,所 以 根据 引 理 的 归纳 假定 可 以 断言 , (2) 表 示 的 同 构 8* 


司 以 从 了 (WwW) 扩张 到 和 六、 这 就 证 明了 51l 理 2. 

两 个 根 域 久 和 都 是 同一 个 基 域 了 的 扩张 ， 并且 SS 是 了 到 
自身 上 的 恒 等 映 射 , 这 种 情形 下 ， 引 理 2 表明 与 N' 同 构 ， 因 此 
也 就 证 明了 定理 2. 


司 题 

1. 求 下 列 多 项 式 在 @ 上 的 根 域 的 次 数 ; 

(a) 03 一 22 一 Y 一 2 一 (0 

(D) 2Z3 一 2 一 0， 

(C) 2 一 7 一 0 

(d) (2Z2 一 2) (72 一 5) 一 0 

2. 证 明 : 域 环 上 z 次 多 项 式 的 根 域 在 叉 上 的 次 数 至 多 是 1. 

3，(a) 证 明 : 如 果 上 是 % 次 本 原单 位 根 , 那么 Q( 引 是 x" 一 1=0 在 人 @ 
上 的 根 域 . 
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(b) 当 %w=3, 4, 5,6 时 ,计算 根 域 的 次 数 . 

4. 证 明 : 特征 为 p 的 任意 代数 完全 域 包含 一 个 子 域 与 $15.1 附 录 中 
所 构造 的 域 同 构 . 

5 设 9(O) 一 ao 十 QZ 十 … 十 aas 的 系数 在 域 玉 上 是 代数 的 , 证 明 : g (2) 
是 系数 在 五 中 的 某 非 零 多 项 式 &(z) 的 因子 . (提示 : 构造 9(g 在 了 (ao 
as) 上 的 根 域 ; 在 这 个 根 域 上 把 g(z) 分 解 成 线性 因子 x 一 ;Wi 在 了 上 是 代数 
的 , 并 满足 不 可 约 多 项 式 方程 (2); 置 h(z) 二 11h,(x),) 

6， 设 PEQ[zj 是 任意 有 理 系数 首 一 多 项 式 , 并 设 sz 2 是 它 的 复 根 . 
证 明 ; Q(z1,…, zz) 是 D2 在 Q 上 的 根 域 . 


$15.3 有 限 域 


系统 地 运用 根 域 的 性 质 , 我 们 可 以 得 到 所 有 有 限 域 ( 含 有 有 限 
个 元 素 的 域 ) 的 一 个 完整 论述 , 因为 特征 为 ce 的 域 总 包含 一 个 与 有 
理 数 域 同 构 的 无 限 子 域 (§ 13. 8 定理 14), 所 以 每 个 有 限 域 具有 一 
个 汉 特 征 pP， 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 五 包含 模 p 整数 域 Z,( 见 
3 13.7 定理 12 的 推论 )，、 那 么 有 限 域 了 是 Do 的 有 限 扩张 , 所 以 在 
Lp 上 有 一 组 基 克 如， …，Un。 了 五 中 每 个 元 素 可 了 唯一 地 表示 成 线性 
组 合 三 qiw:， 这 里 每 个 系数 恰好 可 按 2 种 方法 在 2 中 取 值 , 所 以 
中 总 共有 P" 个 元 素 ， 这 就 证 明了 

定理 3 有 限 域 中 元 素 的 个 数 9 是 它 的 特征 的 等 p". 

在 含有 9 二 FP" 个 元 素 的 有 限 域 了 了 中， 全 体 非 零 元 素 构 成 9 一 了 
阶乘 法 群 ， 那 么 这 个 群 中 每 个 元 素 的 阶 是 9 一 1 的 一 个 因子 . 所 
以 了 的 每 个 元 聚 注 足 方程 x?*"!= 一 1， 因此 了 的 所 有 元 素 gt aa， 
a 〈 包 含 着 零 ) 满足 方程 

09 一 和 一 0，0 一 2 (3) 

因此 乘积 (2 一 @1) (2 一 G2)… (2 一 4 是 2 一 2 的 因子 ， 乘 积 中 的 这 

些 因子 是 互 素 多 项 式 , 每 一 个 都 整除 2 一 xz， 因为 这 个 乘积 同 刀 一 
0 一 样 , 也 是 2 次 的 首 一 多 项 式 , 所 以 我 们 得 到 
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0 一 % 一 (ZX 一 G1) (2 一 2) (2Z 一 0 . (4) 
因此 了 是 x 一 zx 在 Z。 上 的 根 域 ， 元 素 个 数 相 同 的 任意 其 他 有 限 
域 了 是 同一 个 方程 的 根 域 , 因此 根据 根 域 的 唯一 性 定理 (定理 幼 ， 
它 与 了 同 构 .这 个 推理 证 明了 : 

定理 4 元 素 个 数 相同 的 任意 两 个 有 限 域 同 构 . 

下 面 考虑 这 样 一 个 问题 : 实际 上 存在 哪些 有 限 域 ? 为 了 列 出 
一 个 有 限 域 , 我 们 自然 要 构 间 多 项 式 2 一 2 在 Zr 上 的 根 域 人 .我 
们 现在 证 明 , 所 要 求 的 根 域 恰 好 由 这 个 多 项 式 的 全 部 根 组 成 . 

5 理 多 项 式 XI 一 % 在 它 的 根 域 和 中 有 9 个 不 同 的 线性 
因子 ， 

用 反 证 法 来 证 明 . 如 果 x 一 x* 有 一 个 重 因子 + 一 ww， 我 们 可 以 
写成 x 一 + 二 (7 一 忆 ) ?9(%)， 比较 它们 的 形式 导数 (3 3.1 习题 7 )， 
我 们 将 有 

(2 一 和) 一 009-1 一 1 一 一 1 
[2—2)2g(7)] 一 (2 一 区 [29(2) + (2—2u) yg (2)], 
因此 w 一 % 是 一 1 的 因子 , 得 出 矛盾 。， 这 就 证 明了 5 引 理 . 

另 一 方面 ,2 一 的 根 zw …，tr 中 任意 两 个 根 之 和 是 一 个 根 ， 

这 是 因为 ， 在 特征 为 p 的 任意 域 中 有 (Ga 十 0)?==a? 十 5?， 所 以 如 有 果 

az 一 4 和 822 =5, 那么 
(qh) =a br" atb. 

亢 个 根 之 积 吧 也 是 一 个 根 , 这 因为 (ab)” 二 a br” 一 gb， 还 有 对 两 
个 根 之 商 ， 类 似 的 结果 成 立 ， 所 以 xX! 一 zx 的 所 有 9 个 根 组 成 的 集 
合 是 根 域 入 的 一 个 子 域 ; 因为 这 个 子 域 包含 所 有 的 根 , 所 以 它 实 际 
上 一 定 是 整个 根 域 入 .这 就 意 味 着 ， 我 们 已 经 构造 出 含有 9 个 元 
素 的 域 ， 因 此 有 

定理 5 对 任意 素数 九 和 任意 正 整 数 m， 存在 一 个 含有 jn 一 gg 
个 元 素 的 有 限 域 ; XZ! 一 2 二 0 在 Zp 上 的 根 域 . 
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根据 定理 4 和 定理 5， 存 在 一 个 且 本 质 上 只 存在 一 个 含有 Ze" 
个 元 素 的 域 . 这 个 域 有 时 称 为 铝 罗 瓦 域 GF(p")。 这 个 域 的 乘法 
群 的 结构 可 以 完整 地 描述 如 下 . 

定理 6 在 任意 有 限 域 玉 中 ， 所 有 非 零 元 素 组 成 的 来 法 群 是 
简 环 群 . 

证 明 五 中 每 个 非 零 元 素 是 4 一 1 次 单位 根 ， 即 它 满足 方程 
x 一 1， 这 里 4 是 耳 中 元 素 的 个 数 . 为 了 证 明 这 个 群 是 循环 群 ， 
我 们 必须 求 出 卫 中 g 一 1 次 本 原单 位 根 ， 它 的 低 于 g 一 1 次 的 徊 都 
不 等 于 1; 那么 本 原单 位 根 的 所 有 次 笑 跑 遍 整 个 群 ， 为 此 ,把 gg 一 1 
写成 不 同 素数 宕 的 乘积 

gq—1= pp pr (0<p1 pp). 

对 每 个 P=7p;, 有 P*|(g 一 1), 所 以 x ”= 二 1 的 全 部 根 都 是 Xx" 二 1 的 
根 ， 因 此 它们 都 在 了 中 .这 个 方程 z= 二 1 的 所 有 P 个 不 同 的 根 
中 , 恰 有 P"! 个 根 满 足 方程 xz?”” 三 1， 所 以 四 至 少 包 含 和 5 二 1 的 
一 个 根 c 王 ci 它 不 满足 Xx?” 二 1， 于 是 这 个 元 素 c; 在 了 的 乘法 
群 中 的 阶 数 为 pfi。 乘 积 cic2…er 是 4 一 1 阶 元 素 ( 参 厦 下 面 的 习 
题 8)， 这 正 是 所 要 求 的 

定理 / 每 个 特征 为 卫 的 有 限 域 有 一 个 自 同 攀 Ge >of 

证 明 从 特征 为 2 的 域 的 一 般 讨 论 中 我 们 知道 对 应 a 一 >ar 
把 了 同 构 地 映射 到 它 元 素 的 了 p 次 客 组 成 的 集合 (§ 13. 7 定理 13). 
因为 这 个 对 应 是 一 一 的 , 所 以 Y 个 元 素 a 恰好 给 出 g 个 2 次 寡 , 那 

么 它们 一 定 包 含 整个 域 了 f， 因 此 ca 上 > ez 把 了 映射 到 整个 PF 上 . 
推论 在 特征 为 加 的 有 限 域 中 , 每 个 元 素 有 力 次 根 . 
“有限 域 的 另外 一 些 性 质 将 在 习题 中 叙述 . 


习 是 
1， 证 明 : 对 每 个 正 整数 % 都 存在 一 个 Z 上 ?次 不 可 约 多 项 式 
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2 证明: 包含 Zy 的 每 个 有 限 域 是 Zs 的 单 扩张 ， 

3. 证 盟 有 限 域 的 每 个 有 限 扩 张 是 单 扩张 . 

4. (a) 用 次 数 证 明 : GF(p") 的 任意 子 域 有 2" 个 元 素 , 这 里 m|% 

(b》 证 明 : 如 果 和 | 那么 (p" 一 D1 (9* 一 1). 
(c) 用 (Dp) 证 明 ， 如 果 min, 那么 G8 (Pp*) 有 一 个 含有 Pp”" 个 元 泰 的 
子 域 , 

5。 证明: 2 阶 伽 罗 瓦 域 的 所 有 子 域 组 成 的 格 与 即 的 所 有 正 因子 组 成 
的 格 同 构 . 

6， 证 明 : 在 GF(p) 中 自 同 构 a< 一 >a? 的 阶 为 1n. 

7 证明: 如 果 识 与 了 的 转 征 2 互 素 ， 那 么 在 不 上 存在 一 个 名 次 本 原单 
位 根 ，( 提 示 :， 应 用 证 明定 理 6 时 用 过 的 方法 ， 这 个 方法 可 以 应 用 到 特征 为 
ee 的 域 上 权 ?) 

8， 证 明 : 在 阿 贝 耳 群 中 , 每 个 元 素 c; 的 阶 是 不 同 素 数 的 帘 2;2% 这 些 元 
素 的 乘积 cicz…cr 的 阶 恰好 是 p15… Pfr 二 4h.。( 提 示 : 指出 这 个 乘积 的 阶 
数 可 上 整 除 但 对 每 个 i, 它 不 能 整除 字 . ) 

9. (a) 用 基本 原理 证 明 : 模 Pp 的 非 零 整数 (在 Z, 中 ) 组 成 的 乘法 群 是 
循环 群 . 

(b) 设 5 是 有 理 数 域 人 上 2 次 本 原单 位 根 , 利用 (a) 来 证 明 :;Q(2) 
在 @ 于 的 铭 罗 瓦 群 是 2 一 1 阶 循环 群 . 

10，(a) 证 明 : 在 阶 数 为 g==p"* 的 任意 有 限 域 中 , 由 完全 平方 组 成 的 集 

合 人 的 基数 至 少 是 2 
(b) 验证 对 任意 aES, 集合 SN (a 一 5) 不 可 能 是 空 集 , 
(c) 推出 每 个 元 素 是 两 个 平方 之 和 。 


$15.4 伽 罗 瓦 群 
群 不 仅 可 以 用 来 表示 几何 图 形 的 对 称 ， 而 且 还 可 以 表示 代数 
系统 的 对 称 ， 例如, 复数 域 C 相对 于 实数 域 而 言 有 两 种 对 称 : 一 
个 是 恒 等 ， 允 一 个 是 同 构 a 十 bi< 一 >a 一 81， 这 个 同 构 把 每 个 数 映 
射 到 它 的 复 共 气 ， 这 种 一 个 域 到 自身 的 同 构 称 为 自 同 构 . 一 般 
*。 5 了 46。 


地 ， 域 五 的 自 同 构 殖 是 集合 五 到 它 自身 的 双 射 , 并 保持 和 与 积 , 即 
对 五 中 所 有 aw 和 有 
(a+-o)T=a7T -oD, (ab)T= (aT)(O6T). (5) 
两 个 自 同 构 8 和 允 的 乘积 ST 也 是 一 个 自 同 构 ， 并 且 自 同 构 
的 逆 仍 然 是 自 同 构 。 因 此 
定理 8 域 及 的 所 有 自 同 构 组 成 的 集合 在 来 积 之 下 构成 一 个 
群 . 
设 K 是 也 的 扩张 , 并 考 虐 这 样 一 些 自 同 构 到 , 它 对 也 中 每 个 元 
素 有 aT 二 a， 也 就 是 说 这 些 自 同 构 保持 五 中 任何 元 素 都 不 变 . 
在 五 的 整个 目 同 构 群 中 , 它们 构成 一 个 子 群 , 称 为 KX 在 上 的 自 同 
构 群 。 例如, C 在 R 上 的 自 同 构 群 由 两 个 自 同 构 at+bi< 一 >a 十 b$ 
和 Ga 十 65;<—>a 一 0 组 成 . 
定义 ” 域 到 在 子 域 百 上 的 自 同 构 群 是 由 保持 四 的 元 素 不 变 的 
六 的 那些 自 同 构 组 成 的 群 . 
聚 重 要 的 特例 是 代数 数 域 在 有 理 数 域 Q 上 的 自 同 构 群 , 但 是 
在 我 们 考虑 共 体 例子 之 前 ， 先 让 我 们 确定 代数 数 在 自 同 构 之 下 可 
能 的 象 . 
定理 3 域 下 的 有 限 扩 张 瑟 的 任意 自 同 构 丰 把 下 的 每 个 元 素 
人 映射 到 4 在 下 上 的 共 轧 元 素 427 
这 个 定理 断言 ，w 和 它 的 象 wT 都 满足 也 上 同一 个 不 可 约 方 
程 ， 为 证 明 这 一 点 , 设 给 定 的 元 素 % 在 上 是 代数 的 , 它 满足 一 个 
系数 在 五 中 的 首 一 不 可 约 多 项 式 方程 p(x) 二 x4" 十 6。_1x"-! 十 … 十 
bo 二 0. 根据 公式 (5)， 自 同 构 保持 所 有 有 理 关 系 ， 并 保持 每 个 
2; 固定 , 因此 由 p(w)=0 得 到 
(w” +Oni 二 二 6b0)T 
= (wT)" +b-1uT)" + buT)+b=0. 
这 个 方程 表明 ,wT 也 是 p(x) 的 根 , 因此 ?2 是 久 的 共 罗 . 
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例 1 考虑 有 理 数 域 上 的 四 次 域 OQ, 玉 =Q(MV7,i)， 它 是 由 
/5 和 i 二 一 1 生成 的 . 整个 域 玉 是 中 间 域 了 =Q(i) 上 的 二 次 扩 
张 ， 它 是 由 x?=2 的 两 个 共 轿 根 士 /2 中 的 任意 一 个 生成 的 . 
根据 8 14. 3 定理 6, 存在 玉 的 自 同 构 S, 把 V2 映射 到 一 VE， 并 
保持 Q(i) 中 元 素 固 定 ， 也 就 是 说 , 共 轿 根 VZ 和 一 V3 在 代数 上 
没有 什么 差别 .8 作用 到 的 任意 元 素 % 上, 是 

(CBA 3 teoidv 2iS=a~-b /3 +cei~d/ 23i, (6) 
这 里 我 们 通过 基底 1, 和 M23,i,MV3i 把 的 每 个 元 素 写 出 来 (参看 
$ 14. 5)， 通 过 类 似 的 论证 ,存在 一 个 自 同 构 T， 它 保持 Q(WV 了 3) 
的 元 素 固 定 , 并 把 i 映射 到 一 i、 那 么 有 

(atb/ 2 二 et 了] iT=atb /Dcid/ i (7) 
所 以 下 就 是 把 每 个 数 映 射 到 它 的 复 共 罗 ， 乘 积 ST 是 玉 的 第 三 个 
自 同 构 ， 这 些 自 同 构 作 用 到 V7 和 i 上 的 效果 可 以 列表 如 下 : 

上 人 -> 一 /AZ 7 MP 


> $, ?一 > 一 二， 
ST. 人 I. Nm 2 
2 广 一 > —2, 1 一 >? 


我 们 断言 , 1 S,T 了 和 ST 是 六 在 Q 上 的 仅 有 的 自 同 构 。 根据 
定理 9, 任 匡 其 他 的 目 辣 构 U 一 定 把 V2 映射 到 共 罗 数 土 VV 2， 把 
i 喘 射 到 共 斩 数 士 +， 恰好 有 四 种 可 能 性 , 就 是 上 面 表 中 列 出 的 也 
了 和 7 因此 忆 作 用 到 生成 元 2 和 ?上 的 效果 一 定 同 这 由 
种 有 自 同 构 之 一 是 一 致 的 ， 因 此 它 作用 到 整个 域 上 的 效果 也 是 一 致 
的 ， 于 是 口 =I 或 8,T, ST. 

这 些 目 On V2 和 
的 表 求 出 . 

S2=1, T=1, ST=TS. / (8) 
@ 同 814.5 中 一 样 ,我 们 可 以 把 这 个 域 看 作 zt 一 2zs 十 9 的 根 域 : 
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这 完全 象 四 群 的 乘法 表 ( 见 8$ 6. 7), 于 是 我 们 得 出 结论 : Q( 2 ， 
?的 自 同 构 群 与 四 群 全 , S, T, ST} 同 构 . 

定义 ”如果 闵 王 FCU 2) 是 多 项 式 于 (oO) 一 (2 一 24) (7 一 
Wn) 的 根 域 , 那么 困 在 卫 上 的 自 同 构 群 称 .为 方程 f(z) 一 0 的 如 罗 瓦 
群 , 臣 者 称 为 域 入 站 了 上 的 人 徊 罗 有 五 群 ， 

为 了 明显 地 描述 特殊 佑 罗 巨 群 的 自 同 构 TZ， 我 们 进行 如 下 讨 
论 ， 设 入 是 f(x) 在 上 的 根 域 ， 那 么 了 把 f(xw) 的 根 上 映射 到 f(x) 
的 根 ( 定 理 9)， 并 把 不 同 的 根 上 映射 到 不 同 的 根 ， 因 此 也 的 作用 相 
当 于 对 f(z) 所 有 不 同 的 根 和 如 ,…, i 作 一 个 置换 $, 所 以 

uDT=Yig ,WT = EEN (9) 
另 一 方面 , 根 域 中 每 个 元 素 刀 可 以 表示 成 多 项 式 w= hw …, Wi)， 
其 系数 在 下 中， 因为 了 保持 这 些 系数 固定 ， 所 以 由 下 的 性 质 (9) 
得 到 
RW, 2 一) 
=~h(wus, 2) 
这 个 公式 表明 ,了 作用 到 ?ww 上 的 效果 完全 由 人 工作 用 到 根 上 的 效果 
确定 ,或 者 说 ，T 由 置换 (9) 了 唯一 确定 .因为 两 个 置换 的 乘积 是 通 
过 相继 作用 相应 的 自 同 构 而 得 到 , 所 以 会 体形 为 (9) 的 置换 构成 一 
个 群 , 与 自 同 构 群 同 构 ， 置 换 (9) 只 包含 这 样 一 些 置换 ， 它 保持 全 
体 根 之 间 的 所 有 多 项 式 恒等式 不 变 , 所 以 它 对 应 于 自 同 构 . 如 此 建 
立 的 结 朱 可 以 概述 如 下 : 

定理 10 设 f(z) 是 也 上 任意 次 多 项 式 ， 它 在 根 域 入 一 
(Wi，…, Ut) 中 恰 有 个 不 同 的 根 信 ，…, Ww, 那么 了 (7X) 的 人 徊 罗 肥 群 
的 每 个 自 同 构 全 诸 导 出 一 个 作用 在 f(2) 的 全 体 不 同根 上 的 置换 
Ui< 一 >WUi2 而且 人 由 这 个 置换 完全 确定 ， 

推论 1] 任意 多 项 式 的 如 罗 瓦 群 与 它 的 根 的 置换 群 同 构 . 

推论 2 玖 次 多 项 式 的 徊 罗 瓦 群 的 阶 可 整除 mi， 
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例 2 根据 爱 森 斯 坦 定 理 ,方程 x“ 一 3=0 在 域 Q 上 是 不 可 约 
的 , 并 有 四 个 根 >, 条 , 一 7, 一 条 , 这 里 i 一 1,7 二 /3 是 3 的 正 
突 四 次 根 . 根 域 入 二 Q(7, 订 ， 一 六) 一 好 ) 可 以 看 作 是 由 ”，Y 生成 
的 , 妈 入 一 Q(r,?)， 因 为 ?在 Q 上 是 四 次 的 , ; 是 复数 , 因此 在 
实 域 Q(7) 上 是 二 次 的 ， 所 以 整个 根 域 入 在 Q@ 上 的 次 数 是 8. 根 
所 § 14.5 定理 9, 这 个 扩张 有 8 个 元 素 1, 7, 7?, ?773,227,272, 97” 构 
成 的 一 组 基底 ， 因 为 六 中 每 个 元 素 可 以 表示 成 这 些 基 元 案 的 线性 
组 合 ， 其 系数 为 有 理 数 ， 所 雇 自 同 构 了 的 作用 只 要 知道 了 7? 了 和 
2 束 马 上 完全 确定 了 ， 

可 以 很 容易 地 构造 出 六 的 几 个 生 同 构 ， 因 为 入 是 实 域 Q(7) 
土 的 二 次 扩张 ， 所 以 它 有 一 个 把 六 中 每 个 数 映 射 到 它 的 复 共 辑 的 
目 辐 构 , 因此 7 = 六 二 = 一 i。 男 一 方面 ，N 是 子 域 Q(i) 的 四 次 
扩张 , 它 由 元 素 7 生成 . 根据 8$ 14.3 定理 6， 六 有 一 个 目 同 构 心 
把 了 了 由 射 到 它 的 共 斩 条， 所 以 7S= 困 , iS 二 i。 由 此 得 到 , S? 是 一 
个 目 同 构 , 它 满 足 7S2 一 1 492 一 而 733= 一 困 ，193 一 ?1 把 信和 
了 进一步 组 合 ， 我 们 得 到 六 的 八 个 自 同 构 ， 它 们 作用 到 生成 元 7 
和 ;上 的 效果 如 下 : 


| 


他 


把 7 映射 到 
把 ;映射 到 


i i i i -i | -i | -i| -i 


我 们 还 可 以 计算 TS3= ST, S84==T2=7 所 以 这 八 个 自 同 构 构成 一 
个 群 , 它 与 正方 形 对 称 群 ($ 6. 4) 同 构 ， 这些 自 同 构 组 成 整个 伽 罗 
巨 群 ， 这 因为 任意 自 同 构 一 定 把 i 映射 到 它 的 共 入 十 ;中 的 一 个 ， 
把 了 了 映射 到 共 斩 士 7 或 十 六 。 上 面 这 个 表 包 括 这 些 作用 的 所 有 八 
种 可 能 的 组 合 . 

群 论 的 许多 概念 可 以 应 用 到 这 样 的 伽 罗 瓦 群 G 上 ， 例如，G 
4 3350。 


包 台 着 由 心 生成 的 子 群 五 三 [也 S53，SY] 和 由 5? 生成 的 较 小 的 
子 群 工 =[7, 5S?]， 子 群 甩 的 每 个 自 同 构 你 持 i 不 变 ， 因 而 保持 子 
域 Q( 站 中 每 个 元 素 不 变 ， 较 小 的 子 群 工 由 这 样 的 目 同 构 组 成 ， 
这 些 自 同 构 保持 较 大 的 子 域 Q(i, 王 ) 中 每 个 元 素 不 变 ， 在 这 种 意 
义 下 , 下降 的 子 群 序 列 GH 了 LDT 对 应 着 上 升 的 子 域 序列 QC 
QUGICQG vv 3)CQG7). 于 是 , 这 一 上 升 的 子 域 序列 给 出 求 
解 已 知 方程 的 方法 , 它 是 通过 逐次 添加 较 简 单 的 方程 2 一 一 1，y 
=3,2 和 = 一 3 的 根来 实现 的 ， 这 个 例子 说 明了 伽 罗 瓦 群 的 子 群 对 
于 求 方程 的 根 式 解 所 起 的 作用 . 
卓然 要 考虑 伽 罗 瓦 群 的 同 态 上述 群 G 的 每 个 自 同 构 忆 把 ， 
快 射 到 士 ， 因 而 把 域 Q(i) 中 每 个 元 素 映射 到 同一 个 域 中 的 某 个 
元 于 ,这 就 意味 着 ,U 诱导 出 Q( 让 的 一 个 自 同 构 V*， 这 里 U* 是 
对 Q(2) 中 的 元 寄 包 通过 等 式 wU = 米 定 义 的 ,对 应 UF 
DV" 是 一 个 同 态 ， 它 把 信 的 所 有 自 同 构 U 组 成 的 群 G 映 射 到 Q(i) 
的 自 同 构 组 成 的 群 G* 上 . 但 是 G* 只 有 两 个 元 素 : 便 等 映射 I* 
和 对 换 7 和 一 i 的 自 同 构 . 进一步 ,U* 二 1* 当 且 仅 当 如 保持 Q(2) 
的 每 个 元 系 不 变 , 也 就 是 当 且 仅 当 U0 在 子 群 五 =[1,S, S2 S55] 中. 
因此 UHF>U0* 是 G 的 满 同 态 , 它 的 核 是 瓦 , 因此 群 G* 与 商 群 G/ 玖 
间 构 . 


习 十 
1. 对 Q(i,7) 的 所 有 子 域 组 成 的 系统 画 一 个 格 图 , 
2. 通过 证 明 x 一 3 设 有 系数 在 Q@ 中 的 线性 因子 和 二 次 因子 来 证 明 ， 
24 一 3 在 @Q 上 是 不 可 约 的 . 
3， 把 x* 一 3 的 爷 罗 瓦 群 的 每 个 自 同 构 表 示 成 它 的 根 的 置换 ， 
4，(a) 证 明 : x 一 3 在 Q(i) 上 是 不 可 约 的 . 
(b) 摘 述 x 一 3 在 Q@(1) 上 的 佑 罗 无 群 ， 

5， 用 亲本 原理 证 明 ，zxz* 一 3 根 的 置换 ，YyH>iy，tYF> 一 1 一休 HH> 一 个 ， 
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一 7?F>7, 不 可 能 对 应 于 一 个 自 同 构 . 
6， 设 不 一 Q(o) 是 由 三 次 复 单位 根 咯 生成 的 域 ， 讨论 w3 一 2 在 上 的 
爷 罗 瓦 群 ,包括 : 确定 这 个 根 域 的 次 数 ,用 纯 群 论 的 语言 来 描述 爷 多 无 群 , 把 


每 个 和 目 辐 构 表示 成 置换 ， 
7， 按 照 习题 6 的 内 容 讨论 zs 一 7 在 Q(O 上 的 爷 罗 克 群 这 里 是 五 次 


本 原单 位 根 ， 
8， 证 明 : 有 限 域 的 徊 罗 瓦 群 是 循环 群 . 
9， 证 明 : 如 果 上 是 郊 次 本 原单 位 根 ， 那 么 Q(C) 的 伽 罗 天 群 是 阿 贝 耳 


(提示 : 任 愈 自 同 构 有 这 样 的 形式 6hH>e?. ) 
10. (a) 证 明 : 如 果 玉 是 @Q 的 扩张 ， 那么 的 每 个 自 同 构 保持 @@ 的 每 


个 元 素 不 变 . 
(b》 名 述 并 证 朋 对 于 特征 为 了 的 城 有 关 似 的 结 结果 


8$15.5 可 分 多 项 式 与 不 可 分 多 项 式 

由 于 存在 所 谓 的 不 可 分 不 可 约 多 项 式 或 不 可 分 元 素 一 一 即 这 
些 元 素 是 次 代数 的 ， 但 它 的 共 轿 元 素 的 个 数 小 于 ”一 一 伽 罗 瓦 
群 的 一 般 讨 论 就 变 得 复杂 了 . .对 某 些 特征 为 2 的 域 ， 这 种 复杂 化 
就 出 现 了 , 这 可 以 用 简单 的 例子 加 以 说 明 . 

设 下 =2Z,(w%) 表 示 模 Pp 整数 的 域 Zr 的 单 超 越 扩 张 ， 并 设 了 天 
示 由 妇 王 上 生成 揭 五 的 子 域 Z,(w?)， 于 是 ,了 了 是 由 2Z, 上 的 超越 元 
素 疆 的 所 有 有 理 形 式 组 成 ， 原来 的 元 素 公 广 足 五 上 的 一 个 多 项 式 
方程 fo) 一 好 一 二 0， 这 个 多 项 式 f(x) 在 =Zs(t1) 上 实际 上 是 
不 可 约 的 , 这 是 因为 如 果 了 在 Zr(t) 上 可 约 , 根据 高 斯 引 理 (83. 9)， 
在 t 的 多 项 式 整 坏 Zs[ tj 上 ,了 是 可 约 的 , 但 是 ， 由 于 f(x) 二 x? 一 t 
对 于 上 来 说 是 线性 的 ， 所 以 这 样 的 因 式 分 解 f(xw)= 二 g(xw, i)h(z, 及 
是 不 可 能 的 . 因此 fw) 的 根 世 在 妨 上 的 次 数 是 pb。 但 是 jz) 在 天 
上 有 因 式 分 解 

(ez) 一 22 一 22 一 (2 一 2)2。 (10) 
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和 忽 此 它 只 有 一 个 根 %， 并 且 % (虽然 它 的 次 数 2 一 孔 除 了 它 本 身 之 
外 没有 其 他 共 轿 元 素 . 
我 们 可 以 用 直面 的 术语 来 描述 上 述 情况 . 
定义 域 刺 上 的 一 个 于 次 多 项 式 f(Z)， 如 果 它 在 某 个 根 域 
NW 二 FF 中 有 nn 个 不 同 的 根 , 那么 称 它 在 域 玉 上 是 可 分 的 ; 否则 ， 称 
了 (ZX) 是 不 可 分 的 .如果 有 和 限 扩 张 及 二 中 每 个 元 素 在 了 上 都 满足 
一 个 可 分 多 项 式 方程 , 那么 称 玉 在 所 上 是 可 分 的 . 
容易 检验 给 定 的 多 项 式 jz) =ao 十 aiZ 十 … 十 go 是 否 是 可 
分 的 ， 这 也 就 是 , 首先 根据 公式 (参看 $ 3.1 习题 7) 
f(z) 王 十 (2xaz)8 十 … 十 (2XG)X2-1 (11) 
来 定义 jx) 的 形式 导数 三 (o), 这 里 %X a 表示 的 % 次 自然 倍 
数 ( 见 $ 13.7)， 如 果 这 些 系数 都 在 实数 域 中 ， 那 么 这 种 导数 与 微 
积分 学 中 建立 的 普通 导数 是 一 致 的 . 从 形式 导数 的 定义 (11) 出 
发 ,不 用 任何 极限 概念 , 我 们 可 以 推导 出 很 多 微分 法 则 , 例如 
(f+9)=f +9, (fg)=f9 +f9, (f™) =mf™-f, 
现在 在 任意 根 域 入 上 把 jc) 分解 成 不 同 线性 因子 的 等 
f(%)=c(% ~ ) (eu) 《CC 二 0). (12) 
把 (12) 的 两 边 形式 地 微分 , 我 们 看 到 ， 了 (oz) 是 cei(#% 一 W)*'1(x 一 
Wa) (一 2 和 与 有 一 1 项 每 项 都 包含 (zx 一刀) 作为 因子 的 和 . 因 
此 当 el 之 1 时 ,x 一 wi 可 整除 三 (z), 而 当 el1=1 时 ,x 一 wi 就 不 能 整 
除 f 有 (zx)， 对 es,…, es 重复 上 述 推理 , 我 们 得 到 f(x) 和 六 (xz) 有 公 
因子 , 除非 e1 = 二 es 二 …==e4 二 1, 即 除非 Fo) 是 可 分 的 ; 因此 f(x) 
在 妨 上 是 可 分 的 当 且 仪 当 fx) 和 它 的 形式 导数 了 (ww) 是 互 素 的 . 
f(z?) 和 了 扩 (z) 的 最 大 公 因 式 可 象 第 三 章 中 那样 用 下 [x] 中 的 欧 
儿 里 得 算法 直接 计算 出 来 ; 当 五 扩张 到 较 大 的 域 上 , 它们 的 最 大 公 
因 式 并 不 改变 .于 是 我 们 得 到 
* 32 了 3 ， 


定理 11 设 了 f(x) 是 域 下 上 任意 多 项 式 , 用 欧 几 里 得 算法 计算 
f(x%) 和 它 的 形式 导数 (2) 的 最 大 公 因 式 dA(w)( 首 一 多 项 式 )， 如 
有 果 Q(x) 二 1, 那么 f(x) 是 可 分 的 ; 否则 了 zz) 是 不 可 分 的 ， 

如 果 jz) 是 不 可 约 的 ， 那 么 除非 f(x) 整除 9(z)， 总 有 
g. c. d. (f(x), 9(z))=1, .并 且 f(z) 不 能 整除 任意 较 低 次 的 非 零 
多 项 式 ， 因 此 得 到 

推论 1 任意 不 可 约 多 项 式 是 可 分 的 ， 除非 它 的 形式 导数 是 
容 . 

推论 2 特征 为 0 的 域 上 的 任意 不 可 约 多 项 式 是 可 分 的 . 

这 是 因为 , 当 n>0, 9, 半 0 有 村, 了 (xX) 二 nnXarr-! 十 … 寺 0. 

进一步 推论 是 : 如 果 耳 的 特征 是 co， 那 么 任意 %w 次 不 可 约 多 
项 式 的 根 域 恰恰 包含 f(x) 的 区 个 不 同 的 共 力 根 ， 而 且 , 在 特征 为 
cs 的 域 上 有 网 任意 代数 数 猜 足 一 个 不 可 约 的 因而 也 是 可 分 的 方程 ， 
所 以 特征 为 的 域 的 任意 代数 扩张 , 在 上 述 意 义 之 下 是 可 分 扩张 . 

推论 2 的 结果 对 于 素 特 征 的 域 是 不 成 立 的 ， 例 如 ， 在 本 节 开 
始 所 过 到 的 不 可 约 多 项 式 f(x) 二 x? 一 t 有 形式 导数 pxzx?-!==0. 


悦 癫 
1. 不用 定理 11 证 明 : Q 上 二 次 不 可 约 多 项 式 的 根 是 不 同 的 . 
2， 议 (z) 是 有 理 系 数 多 项 式 ， 而 go 是 了 (c 和 了 (2) 的 最 大 公 因 式 . 


证 明 : 对 号 是 与 f(a) 具 有 相同 根 的 多 项 式 , 但 它 没有 重 根 . 


3，(a) 证 明 : 如 果 六 (oO) 一 0, 那么 (zx) 在 任意 域 了 上 是 不 可 分 的 . 
*(b) 证 明 : 如 果 在 Z， 上 f(z) 二 0, 那么 对 基 个 9g(z), 有 
f(x) = [Lg (2)]?. 

4， 证明; 3 一 2% 在 Zs(w) 上 是 不 可 分 的 ， 证明: 它 的 根 域 的 贫 罗 瓦 群 
是 由 一 个 单位 元 素 组 成 . 

5， 用 定理 11 证 明 : 当 g=p* 时, x1 一 z 在 Z。 上 是 可 分 的 . 

6. (a) 证 明 : 如 有 果 f(z) 是 在 特征 为 2p 的 域 记 上 的 满 是 六 (zx)==0 的 一 
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个 多 项 式 , 那 么 ffzZ) 可 以 写成 形式 bo 十 ai22 十 … 十 GanzZoz， 
(b) 证 明 :， 如 果 下 是 有 限 域 ,那么 对 某 适 当 的 9(z), 有 
f (x) 一 [9(Z)]?， 
(C) 用 (PD) 证 明 ， 有 限 域 上 的 每 个 不 可 约 多 项 式 是 可 分 的 , 


$ 15.6 和 佑 多 瓦 群 的 性 质 


可 分 多 项 式 的 根 域 和 伽 罗 瓦 群 有 两 个 极 好 的 性 质 ， 现 在 我 们 
把 它们 和 用 述 成 定理 . 

定理 12 域 上 可 分 多 项 式 的 名 罗 瓦 群 的 阶 恰好 等 于 它 的 
根 域 的 次 数 [N :Fj]. 

在 $15.4 的 第 二 个 例子 中 我 们 已 经 看 到 , 多 项 式 x 一 3 二 0 的 

定理 13 在 可 分 多 项 式 的 根 域 入 必 F 中 ,在 入 的 (在 上 的 》 
名 罗 瓦 群 的 每 个 自 同 构 之 下 保持 不 变 的 元 素 恰 恰 就 是 五 的 元 素 . 

这 个 定理 告诉 我 们 一 些 关 于 伽 罗 瓦 群 正 面 的 信息 ， 因 为 它 断 
言 , 对 福 中 每 个 不 在 五 中 的 元 素 a, 在 G 中 有 一 个 自 同 构 T， 使 得 
cx 十 C 

为 证 明定 理 12, 参考 8 15. 2 的 引 理 2， 它 与 域 之 间 同 构 的 可 
扩张 性 有 关 . 注意 , 在 这 个 引 理 中 (不 象 8 15, 5 中 那样 )， 户 (z) 并 
不 表示 f(z) 的 导数 . 

引 理 ”如果 8 15.2 引 理 2 中 的 多 项 式 f(%) 是 可 分 的 , 那么 人 3 
可 以 按照 m 二 LN: 了 种 不 同 的 方法 扩张 到 NN. 

这 个 结果 可 以 通过 对 入 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 域 了 到 外 的 
已 知 同 构 总 的 任意 扩张 5*, 按照 (2) 式 把 根 入 映射 到 p(w) 的 某 个 
根 w， 因 此 仿 的 每 种 可 能 的 扩张 可 以 通过 上 述 一 种 构造 而 得 到 . 因 
为 f(w) 是 可 分 的 ， 所 以 它 的 4 次 因子 p(x)， 恰 有 a 个 不 同 的 根 
u.w 的 4 种 选择 恰好 给 出 (2) 中 5S* 的 4 种 选择 ， 根 据 归纳 法 假 
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设 , 每 个 这 样 的 8* 可 以 按照 了 =[N:P(u)] 种 不 同 的 方法 扩张 到 


N, 所 以 总 共有 d( 和 加)=m 种 扩张 ,如 断言 所 述 . 


如 果 f(z) = 了 (x) 是 mm 次 可 分 的 ， 在 $15.2 引 理 2 中 我 们 令 
==N', 上 述 引 理 断言 ,了 的 恒 等 自 辣 构 了 恰恰 可 以 按照 名 种 不 同 
方法 扩张 到 叉 的 一 个 自 同 构 ， 但 是 这 些 自 同 构 组 成 入 在 上 的 合 
罗 巨 群 , 这 就 证 明了 定理 12. 

最 后 , 为 了 证 明定 理 13， 设 G 是 可 分 多 项 式 的 根 域 广 在 域 了 
上 的 伽 罗 瓦 群 ， 而 下 是 六 中 所 有 在 G 的 每 个 自 同 构 之 下 不 变 的 元 
素 组 成 的 集合 ， 容 易 证 明 玉 是 一 个 域 ， 并 且 玉 了 ， 因 此 G 中 每 
个 自 同 构 是 下 的 恒 等 自 同 构 了 到 入 上 的 一 个 扩张 ， 因 为 入 是 KK 上 
的 根 域 , 所 以 根据 上 述 引 理 , 只 存在 LN:K] 个 这 样 的 扩张 , 而 根据 
定理 12， 总 共有 [入 :F] 个 自 同 构 ， 因 此 EN:K]=[N:F]， 因为 
KK 坟 DF, 所 以 这 就 推出 下 = 了 ,证 明了 定理 13. 

上 述 关于 扩张 的 引 理 还 有 另 一 个 推论 ， 即 根 域 在 下 述 意义 下 
总 是 “正规 的 ”. 

定义 域 有 的 有 限 扩 张 信 称 为 在 四 上 是 正规 的 ， 是 指 如 果 而 
上 每 个 不 可 约 多 项 式 p(z) 在 从中 有 一 个 根 , 则 它 的 所 有 根 都 在 
中 . 

换 句 话 说 , 每 个 在 了 上 不 可 约 在 妨 中 有 一 个 根 的 多 项 式 p(x) 
在 人 上 可 以 分 解 成 线性 因子 . 

定理 14 下 的 一 个 有 限 扩 攻 在 万 上 是 正规 的 当 且 仅 当 它 是 FF 
上 某 个 多 项 式 的 根 域 ， 

证 明 如果 六 在 到 上 是 正规 的 ， 那 么 在 六 中 选取 任意 一 个 不 
在 吾 中 的 元 素 风 并 求 出 & 所 满足 的 不 可 约 方程 p(x) = 0， 根据 正 
规 性 的 定义 , N 包含 p(z) 的 所 有 根 , 因此 人 六 包 含 p(z) 的 根 域 玉 .如 
es 7I9506，。 


on 


染 久 中 有 不 属于 壮 的 元 素 ， 共 中 一 个 元 素 满足 不 可 约 方程 9(2) 
二 0, 因此 形 包 含 在 较 大 的 B(z)g(z) 的 根 域 由 ， 等 等 ， 因 为 六 的 次 
数 是 有 限 的 , 所 以 这 样 逐次 得 到 的 根 域 中 一 定 有 一 个 是 整个 域 入 . 

反 过 来 ， 任 意 f(z) 的 根 域 义 是 正规 的 . 假定 有 某 个 多 项 式 
7(z) 在 了 上 是 不 可 约 的 ， 它 有 一 个 但 不 是 全 部 根 在 入 中 ， 设 岂 是 
P(z2) 的 位 于 访 中 的 根 ， 并 把 舅 一 个 不 在 入 中 的 根 ww 添加 到 NN 上 . 
满足 wT=w 的 对 应 了 是 单 扩张 了 F(w) 到 F(w') 的 同 构 . 域 和 是 
fz) 在 了 F(w) 上 的 根 域 ; 另 一 方面 ,NV'= 入 (w') 是 由 f(x) 的 根 添 加 
到 F(w ) 上 生成 的 ， 因 此 它 是 f(x) 在 FQw ) 上 的 根 域 . 所 以 根据 
§ 15.25| 理 2， 对 应 了 可 以 扩张 成 入 到 WW' 的 同 构 。 因为 下 保持 
基 域 王 的 元 素 不 变 ， 所 以 这 两 个 同 构 的 域 X 和 六 ' 在 丈 上 的 次 数 
一 定 相 同 . 但 是 我 们 已 经 假定 了 六 = 六 (ww ) 是 入 的 真 扩张 , 所 以 
VN 在 五 于 的 次 数 大 于 六 在 下 上 的 次 数 ， 由 此 了 矛盾 故 得 定理 . 

如 果 把 这 个 定理 证 明 的 前 一 半 应 用 到 可 分 扩张 上 (这 个 扩张 
中 每 个 元 素 都 满足 一 个 可 分 方程 ) 那么 所 有 用 到 的 多 项 式 p(x》 
和 gq(z) 都 是 可 分 的 .这 就 证 明了 . / 

推论 下 的 每 个 有 限 正规 可 分 扩张 是 一 个 可 分 多 项 式 的 根 
域 , 

特别 是 , 有 理 数 域 Q 的 每 个 有 限 正 规 扩 张 入 自然 就 是 可 分 的 
《定理 11 的 推论 2 ), 因此 它 是 某 个 可 分 多 项 式 的 根 域 ， 因 此 在 
Q 上 的 自 同 构 群 的 阶 恰好 就 是 在 Q 上 的 次 数 LN:Q] 

项 多 瓦 群 可 以 用 来 研究 对 称 多 项 式 的 性 质 ， 关于 对 称 多 项 式 
已 在 § 6. 10 中 给 出 定义 . 

定理 15 设 和 == 玉 (wi,…,Un) 是 由 次 可 分 多 项 式 了 (x) 的 全 
部 了 个 根 Wi 2r 生成 的 域 ， 并 设 9(4Z1 Woa) 是 百 上 多 个 未 定 
元 01 …，2o 的 住 意 对 称 多 项 式 形式 , 那么 入 的 元 素 妇 二 gq(wi,…， 
Wi) 在 基 域 玉 中 ， 
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证 明 根据 定理 10,，A 的 伽 罗 瓦 群 G 的 任意 目 同 构 工 ， 它 的 
-作用 相当 于 对 f(w) 的 根 所 做 的 置换 w; 一 > ai 帮 9g(zi …; zn) 的 对 
称 性 意味 着 , 对 于 未 定 元 的 任意 置换 , 它 都 不 变 ; 因此 
wH—> wh = TD, 0, UT) = Wn) 一 20， 
因为 w 在 任意 自 同 构 了 作用 之 下 都 不 变 ， 所 以 根据 定理 13，w 在 
万 中 . 
推论 任意 和 个 未 定 元 的 对 称 多 项 式 ( 刀 上 的 ) 可 以 表示 成 多 

个 初等 对 称 函 数 

C1 一 季 | 十 Wo 十 二 

0 一 0 十 T103 十 十 和 12 (13) 

On TXT Tn 
的 有 理 函 数 山 (已 上 的 小 . 

为 向 化 公式 ,我们 只 写 出 %x==3 情形 的 证 明 . 了 上 的 初等 对 称 

” 国 数 ci，cs 和 cs 生成 一 个 域 玉 =F(a, ca as)。 由 原来 三 个 未 
定 元 生成 的 域 入 二 F(z za os) 是 天 的 有 限 扩 张 , 事实 上 ，Y 的 生 
成 元 21, Xo, zs 是 三 次 多 项 式 

帮 W) 一 (7 一 0 一 22)(2 一 73) 

一 妨 一 0O12 十 Go 一 03 

的 根 ， 其 中 系数 原来 就 是 (13) 式 给 出 的 对 称 函 数 ， 引 进 根 域 广 在 
K 上 鹏 佑 罗 瓦 群 G， 根 据 定理 10, 每 个 自 同 构 诱导 出 一 个 Zi …， 
2n 的 四 换 ， 因 此 根据 定理 15, zt ,2 的 任意 对 称 多 项 式 在 基 域 
中， 因为 =F(o1, cz os) 所 以 由 此 得 出 , 这 样 的 对 称 多 项 式 
征 ou 02, 03 的 有 理 函 数 ， 


中 参看 $6.10 定理 19, 在 那里 叙述 了 一 个 较 强 的 结果 ， 
8 。 


> 题 
1。 在 定理 15 的 推论 证 明 中 ， 证 明 : 六 = 玉 (zz，2) 在 下 上 的 伽 罗 瓦 
群 恰好 是 三 个 字母 的 对 称 群 ， 
2.。 把 zt 十 台 十 x3 表示 成 初 竺 对 称 多 项 式 的 有 理沙 数 . (也 可 参看 $ 6. 10 
习题 7 和 8.) 
3. (a) 证 明 ， 存 在 域 K 和 子 域 f， 使 得 在 上 的 伯 罗 瓦 群 是 nn 次 对 
称 群 ， 
(b) 证 明 : 在 (a) 中 , 改 可 以 选 为 实数 工 的 一 个 子 域 . 《提示 : 利 用 ? 
个 代数 无 关 的 实数 . ) 
4.， 设 次 多 项 式 有 % 个 根 zw,…, wn, 它 的 判别 式 是 歼 一 II(2 一 25)2 这 
里 的 乘积 是 取 过 问 足 4< 7 的 所 有 下 标 对 ， 
(a) 证 明 有 理 系 数 多 项 式 的 判别 式 是 有 理 数 ， 
(b) 对 于 二 次 多 项 式 , 把 D 明显 地 表示 成 多 项 式 系 数 的 有 理 函 数 . 
“(Cc) 对 三 次 多 项 式 做 辐 样 的 问题 . 
5， 证 明 : 如 果 下 在 了 上 是 正规 和 的， 并且 FLCK, 那么 K 在 LL 上 是 正 
规 的 ， 


$ 15. 7 子 群 与 子 域 


如 用 有 瑟 是 域 入 的 任意 自 同 构 集合 ， 那 么 六 中 所 有 在 五 的 全 部 
日 同 构 之 下 保持 不 变 的 元 素 4 (对 五 中 每 个 了 7 了， 有 a 了 T==a) 构成 入 
的 一 个 子 域 .特别 是 ， 如 果 访 是 任意 多 项 式 在 任意 基 域 上 的 根 
域 ,并且 如 是 六 在 了 上 的 伯 罗 瓦 群 的 任意 子 群 , 则 上 述 结论 也 是 正 
确 的 ， 
定理 16 如 果 肪 是 域 入 的 住 意 有 限 自 同 构 群 ， 而 区 是 由 所 有 
在 且 之 下 不 变 的 元 素 组 成 的 子 域 , 那么 入 在 及 上 的 次数 [NV: 区 1] 至 
多 等 于 如 的 阶 . 
证 明史 如 果 五 的 阶 是 2” 那么 只 须 证 明 , 入 中 任意 2% 士 1 个 元 
中 ”这 个 证 明 应 好 于 阿 廷 (Artin) 教 授 , 它 包含 着 这 样 一 个 思想 : 天 认为 伽 罗 无 


群 只 不 过 是 有 限 自 同 构 群 , 与 基 域 没有 明显 的 关系 . 
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素 c1,…，c6nt! 在 义 上 是 线性 相关 的 。 从 五 的 个 元 素 了 出 发 我 
们 构造 十 1 个 未 知 数 六 的 % 个 齐 次 方程 的 方程 组 
yeT) Tyco 十 ynrii(CntiT)=0. 
根据 $ 2. 3 定理 10， 这 样 的 方程 组 在 六 中 总 有 一 组 不 同 于 站 1 二 y。 
一 … 一 y+1 一 0 的 解 ， 现 在 选取 最 小 的 整数 m, 使 得 ”个 方程 
eT) Hy eT) Ft yn (emT)=0, TEH (14) 

还 有 这 样 的 解 ， 这 组 解 1,…, ym 是 由 六 的 元 素 组 成 的 , 并 且 除 常 
数 因子 外 , 它们 是 唯一 的 , 这 是 因为 如 果 有 两 组 不 成 比例 的 解 ， 那 
么 通过 适当 的 线性 组 合 将 得 到 含有 m 一 1 个 未 知 数 的 方程 组 的 
解 。 不 类 一 般 性 , 我 们 也 可 以 假定 四 =1. 

现在 把 豆 中 的 任意 自 辐 构 & 作用 到 (14) 式 的 左边 .因为 78 
=7T' 跑 遍 互 的 所 有 元 素 , 所 以 得 到 方程 组 

(yiS) (cIT) + ygB) eT ) tt (Yn) cnT)=0, TEH. 
除了 方程 排列 的 次 序 外 , 它 与 (14) 是 一 样 的 ， 因 此 #18,…, ymS 也 
是 (14) 的 解 , 并 且 根 据 解 的 唯一 性 ， 这 组 解 就 是 iy1,…, tym, 其 中 
t 是 比例 因子 ， 然 而 , 因为 如 ==1, S 是 自 同 构 , 所 以 1S=1， 于 是 
i 二 1. 我 们 得 出 结论 : 对 每 个 ;= 1 …, m, 和 万 中 每 个 & 有 y;S= 
y;, 这 就 意味 着 ， 系数 y; 属于 且 之 下 不 变 的 元 素 组 成 的 子 域 下 中 . 
方程 (14) 中 取 了 T=IT， 这 就 表明 元 素 c1,…, cm 在 域 下 上 是 线性 相 
关 的 .这 就 证 明了 定理 . 

根据 这 个 定理 ， 我 们 至 少 可 以 对 可 分 多 项 式 建立 伽 罗 瓦 群 的 
子 群 与 相应 根 域 的 子 域 之 间 的 对 应 ， 这 个 对 应 为 把 已 知 方程 的 根 
域 问 题 化 为 平行 的 (有 限 ) 伽 罗 瓦 群 的 子 群 问题 提供 了 一 个 系统 方 
法 . 

定理 17 (人 女 罗 瓦 理论 基本 定理 ) ”如果 是 万 上 的 可 分 多 项 
式 f(xw) 的 根 域 入 的 侣 罗 瓦 群 , 那么 存在 G 的 子 群 且 和 入 中 包含 下 
的 子 域 及 之 间 的 双 射 甩 < 一 > 尺 ， 如 果 玉 已 给 定 ， 则 对 应 的 子 群 
560。 


二 且 ( 玉 ) 是 由 G 中 所 有 保持 下 的 元 素 不 变 的 自 同 构 组 成 ; 如 果 万 
已 给 定 ， 则 对 应 的 子 域 玉 二 区 ( 瑟 ) 是 由 入 中 所 有 在 子 群 及 的 每 个 
自 同 构 之 下 保持 不 变 的 元 素 组 成 ， 对 于 每 个 及 , 子 群 是 (K) 是 NN 
在 下 上 的 姥 罗 瓦 群 , 它 的 阶 等 于 在 下 上 的 次 数 [LN: 互 ]. 

证 明 对 于 给 定 的 ,这样 来 描述 H(K): 

TT 在 HC(K) 中 当 且 仅 当 5T=b( 对 玉 中 所 有 5). (15) 
如 有 果 S 和 具有 这 种 性 质 ， 则 乘积 ST 也 上 共有 这 种 性 质 , 所 以 集 
合 了 旦 (下) 是 一 个 子 群 . 域 N 是 f(x) 在 玉 上 的 根 域 , 入 在 天 上 的 每 
个 自 同 构 一 定 是 六 在 丸 上 保持 瑟 中 每 个 元 素 不 变 的 自 同 构 ， 因 此 
它 在 子 群 妃 () 中 。 所 以 根据 定义 ， 豆 ( 开 ) 是 六 在 玉 上 的 伽 罗 瓦 
群 。 如 果 把 定理 12 应 用 于 这 个 伽 罗 过 群 , 就 可 证 明 五 (K) 的 阶 数 
恰好 是 六 在 天 上 的 次 数 ， 

两 个 不 同 的 中 间 域 Kl 和 不 确定 不 同 的 子 群 (KI) 和 
五 (Ks,). 为 了 证 明 这 一 点 , 选择 任意 一 个 在 Ki 中 不 在 下 中 的 元 
素 g， 并 对 入 在 及 。 上 的 群 五 (K,) 应 用 定理 13.* 这 就 可 以 断言 ， 
如 (Ks) 包含 森 个 也 使 得 oT 半 4， 因 为 a 是 在 K! 中 ， 所 以 这 个 自 
同 构 卫 不 在 群 H(K,) 中 ,于 是 H(K1) 寺 HH(K;). 

我 们 现在 知道 ， 对 应 下 上 广 > 瓦 (无 ) 是 六 的 所 有 子 域 和 G 的 某 
些 子 群 之 间 的 双 射 ， 为 了 建立 所 有 子 域 和 所 有 子 群 之 间 的 双 射 ， 
我 们 必须 指出 每 个 子 群 表现 为 五 (K)， 设 鹉 为 h 阶 子 群 ，KK = 
(号) 象 在 定理 17 中 那样 定义 : 

6 在 K( 恕 ) 中 当 且 仅 当 5S 56( 对 五 中 所 有 六). (16) 
根据 定理 16， 有 [入 :KK]<h， 比 较 (15) 与 (16) 我 们 看 出 ， 对 应 于 
二 KK( 且 ) 的 子 群 了 () 必然 包含 原来 给 出 的 群 卫 ， 而 根据 定理 
12，H(K) 的 阶 是 [LN:KK-.。 因 为 [入 :KK]<h， 所 以 这 就 意味 着 群 
互 (KK) 的 阶 不 超过 它 的 子 群 五 的 阶 ， 因 此 五 (K)= 五 ， 如 断言 所 
述 ， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 
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和 所 中 间 的 所 有 子 域 五 组 成 的 集合 ， 对 于 子 域 之 问 的 普通 
包 伟 关系 来 说 , 它 是 一 个 格 . 如 果 玉 ! 入; 是 两 个 子 域 ， 它 们 的 
最 大 下 界 (或 在 这 个 格 中 的 交 ) 是 交集 Ki 由 到，， 它 是 由 及! 和 蔗 ， 
的 所 有 公共 元 又 组 成 ， 而 它们 的 最 小 上 界 ( 或 在 这 个 格 中 的 并 ) 是 
太太 ;,， 它 是 由 Kl 和 五。 的 全 体 元 素 共 辣 生 成 的 六 的 子 域 . 例 
如 , 如 采 1 二 FPF(V1) 和 和 到 ,= 二 了 (vs) 都 是 单 扩张 ， 那 么 它们 的 并 就 
十 多 重 扩张 F(v1, v2). 

定理 18 所 有 子 域 KI, 区 2,"… 组 成 的 格 , 通 过 定理 17 中 所 述 
的 对 应 上 i 一 >HH(K)， 按 照 下 述 方式 映射 到 由 的 所 有 子 群 组 成 
的 格 上: 


由 :CCK， 可 推出 H(K!)DH(K,), (17) 
H(EIVNK;,)=H(EK) NH(ER,), (18). 
H(KI[IK,)=H(KI)VH(K,). (19) 


特别 是 , 仅 由 单位 元 素 组 成 的 子 群 对 应 着 整个 正规 域 万 . 

这 些 结果 表明 , 这 个 对 应 把 包含 关系 颠倒 过 来 , 把 任意 交 有 映射 
到 并 ， 并 且 把 并 映射 到 交 ， 上 有 具有 这 些 性 质 的 两 个 格 之 间 的 任意 双 
射 称 为 对 偶 同 构 ， 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 首先 注意 ， 对 应 于 域 玉 的 群 的 定义 
(15) 表 明 , 对 应 于 较 大 子 域 的 群 一 定 使 更 多 的 元 素 保持 不 变 , 因此 
这 个 娠 加 较 小 ， 这 喜 得 到 (17)。 交 和 并 纯粹 按照 包含 关系 来 定义 
( 见 8$ 11.7) 因此 根据 对 偶 原 理 , 使 包含 关系 颠倒 的 双 射 一 定 把 交 
与 并 对 换 , 这 就 是 (18) 和 (19) 式 所 断言 的 ， 

我 们 省 咯 了 下 述 进一步 结果 的 证 明 。. 

定理 19 满足 和 NDK 必 FR 的 域 尺 是 也 上 的 正规 域 当 且 仅 当 
它 所 对 应 的 群 如 (上 ) 是 入 的 如 罗 瓦 群 的 正规 子 群 ， 如 果 玉 是 正规 
的 , 那么 上 在 上 的 伯 罗 及 群 人 与 商 群 G/HH(K) 同 构 . 

这 个 定理 的 结论 已 经 在 § 15. 4 的 末尾 解释 过 了 ， 那里 所 举 的 
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例子 是 这 个 定理 的 特殊 情形 . 


避 是 
1.。(a) 证 明 : 如 果 五 是 域 入 的 任意 自 同 构 集合 ， 那 么 国 中 所 有 在 耳 的 
全 部 自 同 构 之 下 保持 不 变 的 元 素 构 成 信 的 一 个 子 域 有. 
(b) 证 明 : 在 这 个 子 域 上 是 正规 的 . 
， 对 Q 上 的 域 Q(V 2 ,让 ,完整 地 列 出 它 的 子 域 与 子 群 的 对 应 ， 
， 对 $15.4 中 所 讨论 的 2 一 3 的 根 域 ,做 与 习题 2 相同 的 问题 ， 
证明: 且 (K) 在 G 中 的 指数 等 于 及 在 了 上 的 次 数 . 
， 证 明 : 如 果 入 是 了 上 可 分 多 项 式 f(z) 的 根 域 ,， 那么 入 和 政之 间 的 中 
辣 域 个 数 是 有 限 的 . 
6， 证 明 : 入 和 了 之 间 的 所 有 中 间 域 下 构成 格 . 
7. 证 明 : 如 果 玉 是 畦 征 为 oo 的 域 五 的 有 限 扩 张 ， 那么 及 和 五 之 间 的 中 
辣 域 个 数 是 有 限 的 . 
“8. 证 明定 理 19. 
“9. 在 定理 17 意义 下 的 两 个 子 域 Ri 和 下,， 如 果 存 在 入 在 了 上 的 一 个 
自 同 构 了 把 全 :映射 到 五 > 则 称 尺 ,和 下 ,是 共 思 的 . 证 表 : 到! 和 瑟 * 是 共生 
的 当 且 仅 当 TT-1H(KI)T==H (Ky) (也 研 是 说 ， 当 且 仅 当 五 ( 责 必 和 殖 ( 玫 2 是 
G 的 共 罗 了 节 群 ) . 


om hi 


§ 15.8 三 次 不 可 约 方 程 


件 罗 瓦 理论 可 以 用 来 证 明 ， 关 于 用 根 式 解 方程 的 各 种 经 典 问 
题 的 不 可 解 性 .作为 这 个 方法 的 篇 单 例子 ， 我 们 来 萎 虚 有 和 名 的 具 
有 实 根 的 三 次 不 可 约 方程 . 
三 次 方程 可 以 取 为 如 下 形式 ( 见 $5.5(17) 式 ) 
f(y)=y py tq9= yy) (9 —y2)(y— ys), (20) 
该 方程 含有 实 系 数 了 和 g, 并 有 三 个 实 的 或 复 的 根 yj1, ga, Ys。 系数 
p 和 9g 可 以 表示 成 这 些 根 的 对 称 浮 数 , 因为 当 把 (20) 乘 出 来 时 , 我 


们 便 得 到 
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0=y Fy ys P=IY2+ yys ty2ys, 9= ~— yyy (21) 
引进 三 次 方程 的 判别 式 是 很 重要 的 , 它 用 下 面 的 公式 来 定义 : 
D=[ (~—y) (1 —y3)(y2—y3)1". (22) 
任意 两 个 根 的 置换 不 改变 D, 所 以 九 是 刀 , yz 和 ys 的 对 称 多 项 式 . 
根据 定理 15, 可 推出 忆 可 表示 成 域 存 =Q(2, 9) 中 的 元 素 ， 王 是 由 
系数 了 和 9 生成 的 ， 这 个 表达 式 象 8 5. 5(24) 中 的 一 样 , 是 
刀 一 一 人 一 279 (23) 
这 个 等 式 是 yi go gs 的 多 项 式 恒等式 ， 并 可 用 方程 (21) 和 (22) 直 
接 验 证 . | | 
定理 20 具有 正 判 别 式 的 实 三 次 方程 有 三 个 实 根 ; 如 果 DD= 
0, 则 至 少 有 两 个 根 是 相等 的 ; 如 果 DD 二 0, 则 有 两 个 根 是 虚 根 . 
只 要 考察 各 种 类 型 的 根 对 刀 的 公式 (22) 有 什么 影响 ， 就 可 以 
仿 证 我 们 的 定理 ， 如 果 所 有 的 根 都 是 实 的 , 忆 显然 是 正 的 ; 而 如 采 
两 个 根 相 等 ， 则 D 二 0。 最后， 假定 一 个 根 引 = 王 a5i 是 虚数 (2 寺 
0)， 那 么 它 的 复 共 连 ys 二 a 一 bi 也 一 定 是 一 个 根 (§ 5.4)， 而 第 三 
个 根 是 实 根 .在 (22) 中 ，1 一 二 (a+ 站 一 (a 一 0i)=20i 是 纯 碟 
数 , 而 
(gi — ya) 2— Ya) = — YI ys) = YY) YY) 
是 一 个 实数 ， 所 以 判别 式 忆 就 是 负 的 . 这 恰好 给 出 定理 中 所 列 出 
的 几 种 可 能 情形 . 
定理 21 如 果 三 次 多 项 式 (20) 在 也 =Q(p, gq) 上 是 不 可 约 的 ， 
有 根 YY,Y2, Ys 和 判别 式 D, 那么 它 的 概 域 (91, 91, Ys) 是 F(VD, 
Yy1). z 
证 明 根据 DD 的 定义 (22), 这 个 根 域 一 定 包含 MVD, 因此 只 剩 
下 证 明 根 yz, ys 包含 在 域 =F(MVD, 站 ) 中 ， 在 域 天 中 ， 这 个 三 
次 多 项 式 有 一 个 线性 因子 g 一 所 以 剩 下 来 的 二 次 因子 
(8 一 92)8 一 gs) 一 久 一 (十 ga) 十 ga2gs， (24) 
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它 的 系数 还 在 玉 中 ， 把 加 代 人 (24) 中 ， 则 (y4 一 yo) (91 一 ys) 在 
中 ,所 以 z 


i 旋 
| YY 2 一 js 一 VD 


在 天 中 但 是 (24) 的 系 数 y2 + ys 也 在 天 中 因为 ga 十 gs 和 22 一 
gs 邦人 在 长 中 ,于 以 ys 和 .ys 也 在 大 中 ,这 吏 证 明了 定理 . 
现在 考虑 在 其 系数 域 上 是 不 可 约 的 三 它 有 三 个 实 


根 . § 5. 5 的 公式 (19) 给 出 这 些 根 是 y= 2 一 去- 2 其 中 


3 9 gq” 所 二 一 二 
5 二 十 划 红 了 十 2 十 区 i08: 


(这 里 我 们 用 了 的 表达 式 (23》. ) 因 为 这 些 要 是 实 的 所 以 是正 
的 (定理 20), 因此 上 面 公式 中 的 平方 根 是 虚数 ， 于 是 ， 这 个 公 
是 通过 复数 给 出 实 根 纹 

多 少年 来, 这 被 认为 是 这 组 公式 的 一 个 严重 缺点 , 并 有 很 多 数 
学 家 尽力 寻找 求 三 次 方程 实 根 的 其 他 只 包含 实 程式 (平方 根 , 立方 
根 或 高 次 方 根 ) 的 公式 ， 但 是 这 种 探 玉 都 洲 空 了 ,这 晃 由 于 下 面 定 
理 的 缘故 . 

定理 22 ”如果 一 个 三 次 多 项 式 有 实 根 ,并 在 由 它 的 系数 生 让 
的 域 万 二 Q(p, gq) 上 是 不 可 约 的 ， 那么 不 存在 求 三 次 多 项 式 实 根 的 
有 理 公式 , 这 个 公式 是 通过 帮 上 的 实 根 式 来 表示 的 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 更 普遍 地 讨论 根 式 信 世 二 a’ 的 性 
质 、 如 果 仙 是 复合 数 , 满足 人 0 二 rs, 那么 二 (gj) 答 和 ,所 以 任 
意 根 式 可 以 通过 一 系列 素 指数 的 根 式 而 得 到 . 在 后 面 的 情形 中 , 我 
们 可 以 确定 通过 添加 一 个 根 式 所 得 到 的 域 的 次 数 

95| 理 ” 实 域 DK 上 的 7 (素数 ) 次 多 项 式 X' 一 Q 或 者 在 及 上 不 

WD 实 域 是 指 其 元 素 为 实数 的 任意 域 ， 这 个 引 理 对 于 任意 域 都 是 正确 的 , 当下 的 
特征 是 7 时 证 明 必须 稍微 修正 一 下 . 
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可 约 , 或 者 在 下 中 有 根 ， 

证 明 把 7 次 本 原单 位 根 & 添加 到 天上 ,然后 再 把 x' 一 a 的 
一 个 根 忆 添加 上 去 .所 得 到 的 扩张 K(5，w) 包 含 多 项 式 X' 一 a 的 
?个 根 % Cu, 220 ,6 因此 它 是 这 个 多 项 式 的 根 域 , 这 个 多 项 
式 有 因子 分 解 式 

0 一 0 一 (2Z 一 &A)O 一 6U)(Z 一 ED) (Te lu). 
假设 x 一 a 在 K 上 有 正 次 数 m 二 7 的 真 因子 9(z)， 那么 这 个 因子 
9(z) 是 xX 一 Gg 在 KK(6,4) 上 的 mw 个 线性 因子 之 积 ， 所 以 9《x) 中 的 
毅 数 项 0 是 m 个 根 6'% 的 先 积 ， 因 此 5=6%w"， 对 某 个 整数 上 ,并 
且 有 
b=(Cu") =(6) (WW)"= 6) "= a". 

由 此 我 们 可 以 在 中 求 出 a 的 7 次 根 , 这 是 因为 m 二 ?7 与 7 互 素 ， 
十 是 存在 整数 s 和 使 得 sm 十 tr 二 1(§1.7(13)), 所 以 


sf_ Mm ml? . 4 
b=~a™"—ga = 


则 有 a 二 (ba')", 于 是 由 x 一 a 在 上 是 可 约 的 这 一 假定 得 出 x' 一 a 
在 玉 中 有 一 个 根 5*at. 证 毕 
我 们 现在 可 以 证 明定 理 22， 为 此 , 假定 这 个 结论 是 错误 的 . 那 
人 么 这 个 三 次 多 项 式 的 某 个 根 可 以 通过 实 根 式 表示 , 这 就 是 说 , 根 ji 
在 某 个 域 卫 = RM a ,*/5,…) 中 , 域 工 是 在 上 添加 实 根 式 而 上 生 
成 的 .因为 DD 是 正 的 ， 把 实 根 式 MVD 添 加 到 这 个 域 上 得 到 另 一 个 
实 域 L(VD)， 根据 定理 21, 这 三 次 多 项 式 的 全 部 根 都 在 这 
个 域 中 ， 质 以 它们 都 可 以 用 含有 实 根 式 的 公式 表示 ， 域 到 可 以 由 
有 限 多 个 根 式 得 到 ， 如 果 首 先 添 加 MVD, 这 就 相当 于 说 ,及 是 下 面 
域 的 有 限 链 中 最 后 一 个 
FCKICKCEKICCK, = kK, (25) 
其 中 
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1 
K!=F(VD), Kr=K;(a,”:), 2 一 工 ， … 和 一 二 ， (26) 
这 里 每 个 ac; 在 KK; 中 , 每 个 7; 是 素数 . 去 掉 额 外 的 域 ， 我 们 可 以 


假定 实 根基 不 在 域 及 ; 中 , 根据 引 理 ， 这 就 意味 着 zf 一 在 K， 
上 是 不 可 约 的 ,因此 天 il 的 次 数 是 [天 ;13: 瑟 由 一 Ia 

根据 假定 ， 三 次 多 项 式 的 根 在 中 ， 它 们 并 不 在 五 中 或 者 
F(MVD) 中 ,这 因为 三 次 多 项 式 在 上 是 不 可 约 的 ， 那 么 在 链 (25) 
中 存在 第 一 个 包含 三 次 多 项 式 的 一 个 根 (比如 说 姑 ) 的 域 下 ij1. 在 
前 一 个 域 玉 ; 上, 已 知 的 三 次 多 项 式 一 定 是 不 可 约 的 ， 如 果 不 然 
” 它 在 玉 ; 上 将 有 线性 因子 y 一 y ,这 与 Kj 不 包含 任何 一 个 y; 这 一 
”事实 相 矛 盾 ， 那 么 扩张 


Kj = RK,(ar), 一 Cj 7 一作) (27) 
的 次 数 是 7, 并 且 包 含 一 个 元 素 扫 ， 如 在 下 ;上 的 次 数 是 3. 根据 
14. 5 定理 9 的 推论 2, 有 317, 所 以 素数 7 一定 是 3, 于 是 我 们 在 
(27) 中 讨论 三 次 根 V a .这 个 域 Kit1 是 在 天; 上 添加 纺 而 生成 
的 ， 它 包含 VD， 因此 根据 定理 21， 它 包含 这 个 三 次 多 项 式 的 全 
部 根 ， 所 以 Kjs1 是 给 定 的 三 次 多 项 式 在 K; 上 的 根 域 . 根据 定 
理 14, 它 作 为 一 个 根 域 , 是 正规 的 ， 因 为 它 包 含 下 ; 上 不 可 约 多 项 


式 x 一 a 的 一 个 根 ,所 以 它 一 定 包含 这 个 方程 的 全 部 根 ， 其 他 


两 个 根 是 wa 和 osot， 所 以 下 ;1 也 包含 三 次 复 单位 根 o。 这 与 
”KjwCK 是 实 域 的 假定 相 违背 ， 定 理 证 完 


屏 题 
1， 验 证 判别 式 (23). 


2. 依据 定理 21 的 方法 ， 用 y, 和 ^V DD 明显 地 表示 出 三 次 多 项 式 的 所 有 
根 ， 


° 267 。 


*3， 三 次 方程 的 讨论 , 有 哪些 可 以 应 用 到 Z。 上 的 三 次 方程 ， 

4. 证 明 : 一 个 多 项 式 x* 一 a,. 如 果 在 特征 为 wo 的 域 了 上 有 次 数 与 % 互 
素 的 因子 , 那么 它 在 了 中 有 根 . / 

5、 证明 各 果 也是 转 征 为 2 的 域 它 包 含 所 有 % 次 单位 根 ， 那 么 次 数 
[EF (a™): 丰 ] 是 n 的 因子 

6. 考虑 三 次 不 可 约 多 项 式 (20) 在 Ff=Q(7， 们 上 的 伽 罗 无 群 G 证 明 : 
如 果 刀 是 焉 的 一 个 数 的 平方 , 那么 G 是 三 个 字母 的 交错 群 , 否则 它 是 对 称 群 , 


$ 15.9 五 次 方程 的 不 可 解 性 


在 本 地 中 , 了 表示 复数 域 中 包含 所 有 单位 根 的 一 个 子 域 怀表 
也 了 前 各 种 有 限 扩张 


”假设 下 = F(a ) 是 由 了 和 aE€F 的 此 个 "次 要 a 生成 的 , 这 里 


1 
7 是 素数 ， 象 在 第 五 章 那样 ，zr 一 a 的 其 他 根 是 5ar，…，Er-la， 
这 里 上 是 > 次 本 原单 位 根 , 因此 它 也 在 卫 中 . 根据 15 8 引 青色 
除非 及 = 也 , 多 项 式 x 一 a 在 也 上 是 不 可 约 的 , 所 以 有 一 个 玉 的 自 


1 1 
同 构 S 把 根 a' 映 射 到 根 Ea". 这 个 自 同 构 的 害 了 TS, S2 …，Sr1 


把 or 分 别 映射 到 方程 "=a 的 每 一 个 根 , 因此 这 些 才 包含 K 在 也 
上 的 全 部 自 同 构 . 于 是 我 们 得 出 结论 : 多 在 玉 上 的 名 罗 瓦 群 是 
特 环 群 
”更 一 般 地 , 假设 在 上 是 正规 的 , 并 可 由 万 通过 一 系列 单 扩 
张 得 到 , 每 个 单 扩张 只 是 在 前 一 个 也 的 扩张 上 添加 一 个 n; 次 根 得 
到 的 ， 这 就 意味 着 , 存在 一 系列 中 间 域 ， 
0 (28) 
满足 K,; 二 KK， i-1(T;)， 这 里 X?iEK,_1， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 
每 个 mw 是 素数 ， 我 们 把 这 样 的 K 称 为 也 的 根 式 扩张， 因 为 及 是 
正规 的 , 它 是 多 项 式 f(x) 在 上 的 根 域 ， 所 以 它 也 是 同一 个 多 项 
* S68 。 


ee 


| 式 f(z) 在 上 的 根 域 一 所 以 (根据 定理 14) 它 在 玉 , 上 也 是 正 
规 的 但 是 根据 上 一 节 , Ki 在 上 是 正规 的 ， 所 以 在 上 的 每 
个 自 同 构 诱导 出 K1 在 上 的 一 个 自 同 构 ， 并 且 自 同 构 的 乘法 也 
相同 ， 进 一 步 ， 根据 § 15. 2 引 理 2, 1 在 上 的 每 个 自 同 构 可 以 
扩张 成 K 在 玉 上 的 一 个 自 同 构 ， 因 此 对 应 是 从 KK 在 上 的 伯 罗 巨 
群 到 Ki 在 了 上 的 伯 罗 瓦 群 的 满 同 态 ， 这 很 象 $ 15. 4 末尾 所 描述 
的 那样 ， 此 外 , 在 这 个 满 同 态 之 下 , 诱导 出 Ki 在 上 的 恒 等 自 同 
构 的 元 素 刚好 是 由 五 在 及 上 的 自 同 构 定 义 的， 这 就 表明 ， 在 这 
个 满 同 态 之 下 , 在 上 的 作 罗 巨 群 G(K /FF) 被 映射 到 GCK1/F) 
上 . 因此 G(K1/F) 与 商 群 G(K/F)/G(K/K1) 同 构 ， 把 这 个 结 
果 同 上 一 节 的 结果 结合 起 来 , 我 们 推出 GCK/K1) 是 GCLK/F) 的 正 
规 子 群 ,并 且 商 群 G(K1/) 是 循环 商 群 ，. 

现在 对 s 用 归纳 法 , 根据 定义 ,下 是 Ki 的 根 式 扩张 ;如 上 所 述 ， 
它 在 下 ;上 也 是 正规 的 ， 因 此 前 面 的 推理 可 以 再 应 用 到 G(K/K1) 
上 上， 证明 G(K/K,) 是 G(K/K1) 的 正规 子 群 ， 它 们 构成 循环 商 群 
G (Ks/Ki)， 把 这 个 论证 重复 s 次 , 并 用 S, 表示 子 群 G(K/K,) 
我 们 就 得 出 下 面 基本 结果 . 

定理 23 设 互 是 太 的 任意 正规 根 式 扩张 ， 那 么 尼 在 夯 上 的 各 
罗 及 群 G 包 会 一 个 子 群 序列 Bo= GDSIDS; 二 …D 二 88。， 其 中 每 个 
子 群 是 它 前 一 子 群 的 正规 子 群 , 并 且 商 群 Bi_1/S; 是 循环 商 群 , 而 
心 。 仅 由 了 组 成 . 

这 表明 玉 在 上 的 件 罗 瓦 群 G 在 下 面 定义 之 下 是 可 解 的 . 

定义 ”有 限 群 G 是 可 解 的 当 且 仅 当 它 包 合 一 个 子 群 链 So 二 G 
S51 必 S2 沪 … 汪 一 了 使 得 对 所 有 的 有 (i)S 人 Si 是 S,_; 中 的 正规 
子 群 ; (i)S i_1/5 是 钉 环 群 . 

关于 抽象 可 解 群 , 有 很 大 一 部 分 是 知道 的 , 例如 , 任意 一 个 群 ， 
如 果 它 的 阶 可 被 少 于 三 个 的 不 同 素数 整除 , 那么 它 是 可 解 群 ( 波 思 
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赛 德 (Burnside))， 甚至 知道 ， 每 个 奇数 阶 群 是 可 解 的 〈 费 特 - 疡 
姆 条 (Feit-Ihompson))。、 然而, 我 们 只 满足 于 下 面 的 人 简单 事实 . 
5| 理 1 有 限 可 解 群 G 的 住 意 满 同 态 象 G 本 身 是 可 解 的 , 
证 明 设 G 有 一 个 象 可 解 性 定义 中 所 摘 述 的 那样 的 子 群 链 S 
一 GDS DSS 了 … 了 3 一 了 并 设 So=G ,SS。 一 了 是 它们 的 满 
同 态 象 . 那么 , 每 个 5;， 如果 它 包含 w 和 y', 则 必 包 含 Xy = 二 (zy) 
和 (z )-! 二 (wD)'(w,y 分 别 是 x 和 六 在 ;中 的 象 源 ), 所 以 5S, 是 
G 的 子 群 . 进一步 ， 如 有 果 4 在心 -中 ,7 在 心中 ,那么 &xs 在 心 ri- 
中 的 正规 性 意味 着 orlze 在 5S-1 中 , 因此 (a ) -za = 二 (a ixa) 在 
Sz 中， 因为 a 可 以 是 854-1 的 任意 元 素 ， 所 以 这 就 证 明了 三 在 
Sy-1 中 是 正规 的 . 最后， 因为 Si-1 是 由 心 的 某 单 个 陪 集 的 各 次 
此 (S140)" 三 QQ 组 成 (Sa -SS 是 循环 的 ), 所 以 8 -1 是 这 个 陪 集 的 
象 的 各 次 需 Ss (aa 7) 一 (Sa) "组 成 ,于 是 Sr -li /S 是 循环 的 ， 所 
以 这 些 子 群 组 成 的 链 380 二 31 二 832 地 … 二 Se=7 具有 使 G 是 可 解 
群 的 全 部 性 质 ,正如 引 理 1 所 要 求 的 . 证 毕 
现在 让 我 们 来 定义 , 系数 在 中 的 一 个 方程 f(x) 二 0, 如 果 它 
的 根 在 了 的 扩张 中 ， 这 个 下 可 以 通过 在 上 逐次 添加 % 次 根 而 
得 到 ， 我 们 就 称 f(x) 一 0 在 了 上 是 根 式 可 解 的 .根据 § 5. 5, 所 有 
二 次 方程 \ 三 次 方程 和 四 次 方程 , 情况 都 是 如 此 ， 应 看 到 ，K 并 不 
妇 求 是 正规 的 , 而 只 有 要求 包含 f(x) 在 上 的 根 域 广 . 然而 , 因为 可 
用 根 式 表 示 的 元 素 的 任意 共 轿 元 素 本 身 可 用 共 罗 根 式 表示 ， 所 以 
fo) 的 根 域 久 也 一 定 包 含 在 有 限 扩张 K* 沪 KK 中 , K* 在 上 是 正 
规 的 , 并 是 了 的 根 式 扩张 ， 这 个 * 包含 入 作为 了 上 的 正规 子 域 ， 
因此 K* 在 Ff 上 的 每 个 自 同 构 太 诱 导出 N 在 上 的 一 个 自 同 构 
1 而且 对 应 太一 > Si 是 满 同 态 ， 这 就 是 说 , ”在 了 上 的 佑 罗 瓦 
群 与 入 在 如 上 的 伯 罗 瓦 群 是 满 同 态 的 , 但 是 , 前 者 是 可 解 的 (根据 
定理 23), 因此 根据 引 理 1, 后 者 也 是 可 解 的 ， 这 就 证 明了 
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定理 <4 如 有 果 系 数 在 姻 中 的 一 个 方程 jz)=0 是 根 式 可 解 
的 ,那么 它 在 百 上 的 徊 罗 瓦 群 是 可 解 的 . 

为 了 证 明 五 次 方程 不 总 是 根 式 可 解 的 ， 我 们 只 需要 找 出 一 个 
方程 ， 它 的 匣 罗 瓦 群 不 是 可 解 的 ， 我 们 如 来 做 这 件 事 ， 下 先 我 们 
证 明 五 次 对 称 群 不 是 可 解 的 , 然后 再 列 出 一 个 五 次 方程 , 它 的 伽 多 
瓦 群 是 五 次 对 称 群 . 

定理 20 ?个 字母 的 对 称 群 , 除 n 三 4 之 外 ,不 是 可 解 的 . 

证 明 设 G=S0o 必 S15;DD… 必 5 是 任意 子 群 链 ， 其 中 每 个 
子 群 在 前 一 个 子 群 中 是 正规 的 , 并 且 商 群 66-1/S4 是 循环 商 群 , 我 
们 通过 对 s 用 归纳 法 来 证 明 , 5S, 一 定 包 含 每 个 三 字母 循环 (2 J8). 
由 此 推出 5,>>T, 所 以 G 不 能 是 可 解 的 . 

因为 So=G 包含 每 个 三 字母 循环 ， 所 以 我 们 只 须 用 归纳 法 证 
明 ， 如 果 5S,-; 包含 每 个 三 字母 循环 ， 那 么 5S, 也 包含 每 个 三 字母 
循环 ,首先 注意 ， 如 果 置 换 $5 和光 两 个 都 在 S,-!1 中， 那么 它们 
的 所 谓 “ 换 位 子 "p= 二 9 W989 在 S, 中 ， 为 了 看 出 这 一 点 ， 考 虑 
Ss-1/58s 中 的 象 上 ,yw 和 Y' .这 个 商 群 是 循环 的 , 也 是 交换 群 , 因 
此 在 5,-1/5, 中 有 

p=) pg) GY =7, 
这 阁 味 着 YE€5,. 但 是 在 $= (40)) 和 2= (pe) 这 一 特殊 情形 中 ， 
这 里 4,9, 是 给 定 的 , 1 m 是 任意 两 个 其 他 字母 ( 除 % 二 4 之 外 ,这 
样 的 字母 是 存在 的 ), 我 们 有 
?一 (2712) (CI (LD (OILm) = 二 (1I8)ESi, 对 所 有 的 ?7 8， 
这 就 证 明了 心 , 包含 每 个 三 字母 循环 , 这 就 是 所 要 求 的 . 

附带 说 一 下 ， 证 明 这 个 定理 的 更 明显 的 形式 是 可 能 的 ， 我 们 
知道 , 交错 群 4, 是 对 称 群 G 的 正规 子 群 ,所 以 存在 一 个 始 于 G 
4 的 群 链 ， 然 后 我 们 可 以 证 明 交 错 群 4,( 当 ?一 和， 除 它 本 身 和 
单位 元 素 之 外 没有 任何 正规 子 群 . 

。57 了 。 


引 理 2 存在 一 个 ( 实 ) 五 次 方程 ， 它 的 伐 罗 瓦 群 是 五 个 字母 
的 对 称 群 . 

证 明 设 4 是 所 有 代数 数 构 成 的 域 , 它 是 可 数 的 , 并 且 包 含 所 
有 单位 根 ， 因 此 ， 我 们 可 以 象 814.6 那 样 相继 选取 五 个 在 4 上 
代数 无关 的 实数 wl ***， Xs. 构成 超越 扩张 A(z!, … 5) . 现在 设 
91， 05 十 00 …)05 的 初等 对 称 多 项 式 , 并 设 下 =4(cl ,9a5)， 
象 在 定理 15 中 那样 , 多 项 式 

f(1)=t—ottitot—ost+ot— os (29) 

在 下 上 的 伽 罗 元 群 是 五 个 字母 x1,…, as 的 对 称 群 . 

由 引 理 2 和 定理 25 推出 , 在 含有 一 切 单位 根 的 域 上 存在 一 个 
( 实 ) 五 次 方程 , 它 的 佑 罗 瓦 群 不 是 可 解 的 .现在 应 用 定理 24， 我 
们 得 到 我 们 的 最 后 结论 

定理 26 存在 ( 实 ) 五 次 方程 ,不 能 用 根 式 求解 . 


坷 题 
1. 证 明 : 三 个 字母 的 对 称 群 是 可 解 的 ， : 
2. 证 明 : 任意 有 限 交 换 群 是 可 解 的 ，( 提 示 : 证 明 它 包含 一 个 素 指 数 
的 (正规 ) 子 群 . ) 
3. 证 明 : 如 果 有 限 群 G 包含 一 个 正规 子 群 入 , 使 得 入 和 G/N 都 是 可 解 
的 , 那么 G 是 可 解 的 ， 
4. (a) 证 明 : 在 四 个 字母 的 对 称 群 中 ， 三 字母 循环 的 全 体 换 位 子 构成 
四 阶 正 规 子 群 . 
(b) 利用 (ay) 和 交错 子 群 来 证 明 ， 四 个 字母 的 对 称 群 是 可 解 的 . 
5. 证 明 :， 任意 有 限 抽 象 镶 G 是 某 适 当 方 程 的 件 罗 瓦 群 ，( 提 示 : 根据 
如 沫 定理 , G 与 对 称 群 的 子 群 同 构 . ) 
“6. (a) 证 明 : za 一 G 的 伽 罗 殉 群 甚至 在 不 包含 单位 根 的 域 上 也 是 可 
解 的 ， 
(b) 证 明 : 定理 24 对 于 任意 域 瑟 不管 它 是 否 包 含 单位 根 ， 都 成 
立 . 
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7， 明 显 地 证 明 ， 如 果 玉 症 的 根 式 扩张 ， 那 么 存在 KK 的 一 个 扩张 KE*， 
它 在 上古 正规 的 , 并 且 它 也 是 五 的 根 式 扩张 ，( 上 面 定理 24 的 证 明 中 用 到 
了 这 个 事实 , ) 

8， 证 明 ， 如 果 矿 包含 次 单位 根 ,下 二 (6"), 这 里 a 在 中 , 那么 ， 巷 
蔚 当 不 是 烷 数 时 ,区 在 上 的 傣 罗 无 群 也 是 循环 的 . 

9， 证 明 : 如果 Q@ 是 有 理 数 域 ,了 是 (29) 式 表示 的 特殊 多 项 式 , 那么 在 
域 Q(ow…, 0s) 上 的 伽 罗 瓦 群 仍然 是 五 个 字母 的 对 称 群 . 

10， 证 明 : 如 果 ww 之 4, 那么 存在 一 个 实 冯 次 方程 不 是 根 式 可 解 的 . 
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矩阵 (B,C 等 也 是 ) 
转 置 矩阵 
矩阵 的 复 共 罗 

线性 代数 

了 上 仿 射 群 

布尔 代数 

R 的 基数 

复数 域 

整 环 

系数 在 D 中 的 zx 的 多 
项 式 形式 

系数 在 DD 中 的 x 的 多 
项 式 函 数 

正 整 数 的 集合 的 基数 
DO(ZT+) 

n 维 欧 几 里 得 空间 
特殊 乍 阵 ，(? 7 站) 位 置 
的 元 素 为 1， 其 他 位 置 
为 0 

群 的 单位 元 素 

域 


号 
b=. 


[LK:F | 


L.,(F) 
1]. u. b. 


M(F) 


O 
O,(F) 
o(S) 


上 % -数组 组 成 的 空 | P 


表 


间 

系数 在 五 中 的 2 的 多 
项 式 形式 

系数 在 五 中 的 2 的 有 
理 形 式 

群 

最 大 下 界 

MM 一 十 四 元 数 单 位 

恒 竺 变换 或 单位 年 阵 ; 
格 的 最 大 元 素 
四 元 数 单 位 

环 中 的 理想 (五, 工 等 等 
也 十) 

域 

K 在 了 上 的 次 数 

F 上 全 线性 群 
最 小 上 界 

有 上 全 阵 代 数 

零 矩 阵 ; 格 的 最 小 元 素 
正 交 群 

集合 5 的 基数 

紊 理想 ; 非 人 奇异 矩阵 


正 素 数 

整 环 DD 的 商 域 

有 理 数 域 

环 

集合 ; 子 群 ; 子 空间 
集合 5 的 害 

子 空间 的 正 交 补 
用 矩阵 4 给 出 的 线性 
变换 

2 在 五 上 的 次 数 
矢量 空间 

对 个 天 量 空 间 
矢量 或 行 矩阵 

共 斩 复数 

模 ? 整数 环 
正 整 数 集合 

矢量 

天 量 内 积 ( 点 积 ) 
矢量 外 积 (矢量 积 ) 
现 罗 内 死 尔 符号 
单位 矢量 

要 换 ; 映射 ; 国 数 
求 和 


天 量 

零 矢 量 

空 集 

交 , 并 (集合 的 ) 

交 , 并 (布尔 代数 , 格 中 

的 ) 

属于 ; 是 … 的 元 素 

包含 于 ; 是 … 的 子 集合 

小 于 ; 真 包含 在 … 中 

不 等 号 

正 交 于 ;垂直 于 

张 量 积 

十 积 

耳 和 

二 元 运算 

元 迷 的 映 入 

集合 的 映 入 

无 限 ; 无 穷 大 

相伴 

同 余 

矩阵 4 的 行列 式 , 也 记 

作 det 4 

绝对 值 

矩阵 

0 整除 纪 

最 大 公 因 子 (g. c. d.) 

取 小 公 倍 数 (1. c. m.) 
。579 。 


二 次 移 
二 次 曲线 
二 次 国 数 


二 次 函数 的 不 变 式 


二 次 型 

二 次 型 标准 型 
二 次 型 的 秩 

二 次 型 的 符号 差 
二 次 整数 
T- 循 环 子 空间 


三 次 不 可 约 情况 
三 角形 矩阵 
三 等 分 角 

子 代数 

子 代数 的 生成 
子 空间 的 直 和 
子 环 
子 ( 矩 ) 阵 
子 集 ( 合 ) 
子 格 

上 界 


。 9580 。 


Unary operation 


一 画 
quadric 
conic 
quadratic function 
invariants of quadratic function 
quadratic form 
canonical form for quadratic forms 
rank of quadratic form 
singature of quadratic form 
quadratic integer 


TlT~cyclic subspace 


三 画 
cubic irreducible case 
triangle matrix 
trisection of argle 
subalgebra 
generation of subalgebras 
direct sum of subspace 
subring 
submatrix 
subset 
sublattice 


upper bound 


434 


361 


345, 384 


361 
350 
345 
345 
350 
353 
534 
417 


D63 
391 
517 
441 
441 
419 
474 


388, 395. 


429 
453 
440. 


下 界 
么 模 群 


元 数学 
无 限 集 ( 合 ) 
五 次 不 可 解 性 
不 变量 

不 可 分 多 项 式 
不 可 比 集 ( 合 ) 
不 变 子 空间 
友 息 阵 
互补 律 

中 点 

反对 称 律 
反射 

分 配 格 

双 线 性 型 

双 线 性 标准 型 
双 线 性 型 的 秩 
双边 理想 


主 理想 
主轴 
主轴 定理 
半分 配 律 
半 正 定 
正定 
正 交 变换 
正 交 矩阵 
正 交 群 
半 序 
半 序 的 包含 


lower bound 


unimodular group 


TU 画 


metamathematics 
infinite set 
insolvability of quintic 
invariants 

inseparable polynomial 
incomparable sets 
invariant subspace 
companion matrix 
complementarity law 
midpoint 
anti—-symmetric law 
reflection 
distributive lattice 
bilinear form 

bilinear canonical form 
rank of bilinear form 


two-sided ideal 


五 


principal ideal 

principal axes 

principal axis theorem 
semidistributive law 
positive semidefinite 
positive definite 
orthogonal transformation 
orthogonal matrix 
orthogonal group 

partial order 


inclusion for partial ordering 


, 448: 
400: 


447 
A460" 
568.- 
338 
553 
430- 
416. 
410: 
432 
372° 
429 
334: 
435. 
343. 
345. 
345- 


49 和 4 


A480 


358, 403 
358, 370 
450 
355 


353 
335. 


336 
336 


446. 
446. 
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半 序 图 

正 交 矢量 
正规 子 群 
正规 根 域 
正规 域 扩 张 
”平行 
平行 六 面体 
平行 六 面体 的 底 
平移 

左 理想 

右 理想 

布尔 代数 

布尔 代数 的 包含 
布尔 代数 的 同 态 
布尔 国 数 
布尔 函数 多 项 式 
可 分 多 项 式 

可 分 扩张 

可 除 代数 

可 除 环 

可 解 群 
可 数 集 ( 合 ) 


对 合 徒 

对 角 优 势 矩 阵 
对 衣 线 法 
对 称 多 项 式 
对 称 差 

对 称 群 

对 偶 同 构 
对 偶 原 理 
对 偶 律 

对 偶 煞 
加 法 群 
3782 。 


diagram for partial order 446 


orthogonal vector 367 
normal subgroup 562 
normal root field 556 
normal field extension 556 
parallel 374 
parallelepiped 397 
base of parallelepiped 397 
translation 329 
left ideal 494 
right ideal A494 
Boolean algebra 434 
inclusion for Boolean algebra 438 
1SoOmorphism of Boolean algebra 453 
Boolean function 441 
Boolean function polynomial 441 
separable polynomial 553 
separable extension 553 
division algebra 474, 495 
division ring 480 
solvable group 569 
countable set 460, 519 
denumerable set 460 
involution law 432 
diagonally dominant matrix 392 
diagonal process 463, 519 
symmetric polynomial 557 
symmetric difference 451 
symmetric group 571 
dual isomorphism 562 
duality principle 447 
dualization law 432 
dual numbers 475 
additiye group 329, 496, 532 


包含 
包含 自 反 律 
包含 传递 律 
代数 的 
代数 扩张 
代数 闭 
代数 完全 
代数 数 
代数 数 域 
代数 函数 域 
代数 整数 


代数 整数 的 唯一 因 式 分 解 


代数 艇 
矢量 的 长 
矢量 的 坐标 


刘 维 尔 数 
并 (和 ) 


并 不 可 约 


次 


痰 不 可 约 
交换 环 
齐 次 二 次 型 
齐 次 坐标 
有 限 扩 张 
有 限 域 
有 限 集 ( 合 ) 
有 理 标 准 型 
有 理 整 数 
有 理 国 数 
扩张 次 数 


inclusion 
reflexive law for inclusion 
trarnsitive law for inclusion 
algebraic 
algebraic extension 
algebraically closed 
algebraically complete 
algebraic number 
algebraic number field 
algebraic function field 
algebraic integer 
unique factorization of algebraic integers 
algebraic variety 
jength of vector 
coordinates of vectors 

六 画 
Liouville number 
Join 
union 
join-irreducible 
intersection 
meet 
meet-irreducible 
ceommutative ring 
hemogeneous quadratic form 
homogeneous coordinates 
finite extension 
finite field 
finite set 
rational canonical form 
rational integer 
rational function 


degree of extension 


429 
429 
429 
503 
503 
520 
520 
819 
921 
509 
527 
537 
490 
367 
323 


523 


e 53583 。 


共 罗 子 域 
东 妮 代数 数 
共 轧 直径 
导数 公式 
同 余 式 
刚体 运动 


全 系 不 变 式 ( 晤 ) 


全 阵 代 数 

全 线性 群 
仿 射 几何 
仿 射 空间 
仿 射 子 空间 
仿 射 无 关 性 
仿 射 变换 
仿 射 群 
自由 布尔 代数 
多 项 式 函 数 环 
多 项 式 理想 
多 重 扩张 
行列 式 
行列 式 的 积 
行列 式 秩 
目 然 倍数 


完全 可 约 
旗 界 
急 等 因子 
初等 矩阵 
形 心 

形式 导数 
殉 菜 姆 法 则 


殉 有 罗 内 克 尔 符号 


四 站 
»* 584。 


conjugate subfield 
conjugate algebraic numbers 
coniugate diameter 
derivative formal 
congruence 

rigid motion 

complete set of invariants 


total matrix algebra 


full linear group 


affine geometry 

affine space 

affine subspace 

affine independence 
affine transformation 
affine group 

free Boolean algebra 
ring of polynomial functions 
polynomial ideal 
iterated extension 
determinant 

product of determinants 
determinant. rank 


natural multiple 


七 画 


fully reducible 
universal bound 
elementary divisors 
elementary matrix 
centroids 

formal derivative 
Cramer’s rule 
Kronecker delta 


unitary basis 


563 
534 
375 
555 
48 生 
336 
339 
475 
328 
371 
371 
373 
376 
329 
329 
452 
491 
490 
514 
386 
392 
395 
496 
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1 看 


外 评 ! 矛 RR95 4 夸 口 Y7 门 


西 空间 
加 变换 
西 矩 阵 
吸收 律 


阿达 玛 行列 式 定 理 


伴随 和 矩阵 
余子 式 

体 ( 可 除 环 ) 
体积 

从 利 略 储 论 


佑 多 瓦 理论 基本 定理 


仿 罗 瓦 域 
伽 罗 瓦 群 


希 尔 伯 特 基底 定理 


希 尔 伯 特 零点 
连续 统 的 基数 


单 扩张 
单位 
单位 元 素 
单线 性 代数 
实 二 次 型 
实 对 称 矩 阵 
知 当 怎 隆 
若 当 标准 型 
范 得 豪 行列 式 
范 数 

环 

环 的 同 态 
环 的 直 和 
欧 几 里 得 群 
极 小 ( 值 ) 
极 小 多 项 式 


unitary Space 367 
unitary transformation 368 
unitary matrix 368 
absorption law 434 
Hadamard determinant theorem 402 
adjoint matrix 394 
cofactor S87 
division ring 480 
volume 397 
paradox of Galileo 460 
fundamental theorem of Galois theory 560 
Galois field 545 
Galois group 549 
Hilbert’s basis theorem 493 
Hilbert Nullstellensatz 494 
cardinal number of continuum 464 
八 天 
simple extension 502 
unit 523, 535 
unity 474 
simple linear algebra A494 
real quadratic form 351, 405 
real symmetric matrix 353, 359, 405 
Jordan matrix 427 
Jordan canonical form 428 
Van der monde determinant 391 
norm 534 
ring 473 
homomorphism of a ring 477 
direct sum of rings 473 
Euclidean group 337 
minimum "354 
minimal polynomial 408, 443 


e 585 * 


极 大 ( 值 ) 
极 大 理想 

析 取 标准 型 
多 伦 兹 变换 
线性 分 式 变换 
线性 代数 
线性 代数 的 阶 
线性 型 


线性 型 的 标准 型 


线性 变换 
非 交 换 环 
非 齐 次 坐标 
轮换 矩阵 


弛 菜 -哈密 顿 定理 


施 罗 德 - 伯 因 斯 坦 定理 


临 务 点 
相似 变换 
相似 人 矩阵 
相 容 性 原理 
标准 型 
标准 西 基 
重心 坐标 
选择 公理 
除法 算式 
复数 的 泡 数 
结合 代数 
矩阵 的 于 式 
矩阵 的 不 变量 
矩阵 的 分 解 
符 阵 的 迹 
惩 御 的 直 和 和 
矩阵 多 项 式 
。586 。. 


maximum 
maximal ideal 
disjunctive caronical form 


Lorentz transformation 


linear fractional substitution 


linear algebra 
order of a linear algebra 


linear form 


canonical form for linear form 


linear transformatior 


noncommutative ring 


nonhomogeneous coordinates 


clirculant matrix 


Cayley-Hamilton theorem 


九 恩 


Schroeder-Bernstein theorem 


critical point 

Similarity transformation 
similar matrices 
consistency Principle 
canonical form 

normal unitary basis 
barycentric coordinates 
axiom of choice 

division algorithm 

norm of complex number 
hypercomplex numbers 
minor of matrix 
invariants of a matrix 
decomposition of matrices 
trace of a matrix 

direct sum of matrices 


matric polynomial 


格 的 同 态 
高 斯 整数 
高 斯 整数 的 唯一 因 式 分 解 
高 斯 整数 的 欧 几 里 得 算法 
准 素 分 支 
准 素 有 理 标 准 型 
消去 律 

素 域 

素 理 想 
埃 尔 米 特 型 
埃 尔 米 特 和 矩阵 
真 包含 

真 满 同 态 
真理 想 

原子 

格 

格 中 的 补 

格 的 同 构 
根 式 可 解 
根 域 

根 域 同 构 

联 集 的 积 

倍 立方 
射影 二 次 曲线 
射影 几何 
射影 平面 
射影 直线 
射影 子 空间 
射影 变换 
射影 群 

特征 

特征 方程 


十 而 
homomorphism of lattices 
(Caussian integer 

unique factorization of Gaussian integers 
Euclidean algorithm for Gaussian integers 
primary component 

primary rational canonical form 
cancellation law 

prime field 

prime ideal 

Hermitian form 

Hermitian matrix 

properly contain 

proper epimorphism 

proper idea! 

atom 

lattice 

complement in a lattice 
isomorphism of lattices 
solvable by radicals 

root field 

root field isomorphism 

product of cosets 

duplication of cube 

projective conic 

projective geometry 

proijective plane 

projective line 

projective subspace 

projective transformation 
projéctive group 

characteristic 


characteristic equation 


435， 


480 
453 
448 
450 
453 
970 
538 
541 
483 
517 
384 
379 
379 
379 
381 
382 
382 
497 
403 


e 72787 。 


持 征 矢量 
特征 值 
特征 根 
特征 多 项 式 


商 环 
康 托 对 角 线 法 
理想 

理想 分 角 
理想 的 交 
理想 的 和 
理想 的 积 
理想 商 
理想 的 根 式 
理想 的 基底 
理想 论 基本 定理 
域 扩 张 的 生成 元 
斜 对 称 
斜 对 称 和 矩阵 

斜 线性 

基数 
基数 不 等 式 
基数 消去 律 
基数 积 
基数 取 竺 


超越 扩张 
超越 数 
剩余 类 
剩余 类 环 
循环 子 空间 
链 

-。 5S88 。 


characteristic vector 324, 403 
elgenvalue 324, 403 
characteristic root 324, 403 
characteristic polynomial 403 
十 一面 
quotient ring 483 
Cantor’s diagonal process 463, 320 
ideal 478 
decomposition of ideal 536 
intersection of ideals 487 
sum of ideals 487 
prioduct of ideals . 488 
ideal quotient 489 
radical of a ideal 493 
basis for ideals 481, 491 
fundamental theorem of ideal theory 537 
generators of a field extension 502 
skew~-symmetry 367 
skew-symmetric matrix 346 
skew-linearity 367 


cardinal number 457, 464, 467 


inequality of cardinal number 464 
cancellation law for cardinal numbers 469 
product of cardinal numbers 468 
exponentiation of cardinal numbers 470 
十 二 画 
transcendental extension 503 
transcendental number 502 
residue class 482 
TeSidtue ciass ring 483 
cyclic subspace 417 
chian 451 


集合 

党 (的 ) 双 

集 (的 ) 域 

区 等 律 

幕 零 矩阵 
椭 疗 户 数 域 

也 大 下 异 (g.1.b.) 
最 大 公 因 子 (g.c.4d.) 
最 小 上 上 界 (1.0.b, ) 
最 小 公 倍 数 (].¢c.m.) 
等 价 


满 同 态 
诺 辣 态 象 
群 代数 


set 

ring Of sets 

field of sets 

idempotent law 
nilpotent matrix 

elliptic function field 
greatest lower bound 
greatést common divisor 
least upper bound 

least common Inultiple 


equivalence 


十 三 画 以 上 
epimorphism 
epimorphic image 
group algebra 
modular lattice 
saddle point 
spectrum 
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